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内 容 f jr 


本 书 对 积分 方程 与 代数 方程 、 稍 微分 方程 、 仿 微分 方程 以 及 解析 函数 边 
值 问题 的 联系 作 了 清晰 的 介绍 ， 以 通俗 易 懂 的 写作 方式 详细 介绍 了 各 种 第 一 
类 、 第 二 类 Fredholm 型 、Volterra 型 线性 积分 方程 和 Cauchy 核 ( 非 周 期 核 ) 及 
Hilbert 核 ( 单 周 期 核 ) 奇 异 积分 方程 的 实用 解法 , 尤其 是 以 数值 算 例 等 详尽 说 
明了 数值 解法 的 过 程 , 也 介绍 了 第 三 类 积分 方程 的 解法 ; 介绍 了 积分 方程 组 、 
积分 微分 方程 和 对 偶 积 分 方程 以 及 非 线 性 积分 方程 的 常用 有 效 的 解法 ; 特别 
地 ,， 双 周期 核 和 双 准 周期 核 一 一 Weierstrass 核 奇 异 积分 方程 的 类 型 以 及 对 偶 
积分 方程 的 数值 解法 、 超 奇异 积分 方程 和 超 奇 异 积分 微分 方程 的 简明 解析 解 
法 等 是 全 新 的 内 容 . 

本 书 可 以 作为 应 用 数学 、 计 算数 学 、 力 学 、 材 料 、 化 学 、 生 物 、 经 济 、 
工程 学 科 等 专业 本 科 生 的 选修 课 教材 和 研究 生 的 专业 基础 课 教材 ， 也 可 作为 
数学 、 物 理 、 航 空 航天 等 工程 领域 的 科研 人 员 和 工程 技术 人 员 的 参考 书 和 工 
HP. 
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《大 学 数学 科学 从 书 》 厅 


按照 恩格斯 的 说 法 ,数学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 .从 
恩格斯 那 时 到 现在 , 尽管 数学 的 内 涵 已 经 大 大 拓展 了 ， 人 们 对 现实 世界 中 的 数量 
关系 和 空间 形式 的 认识 和 理解 已 今 非 背 比 , 数学 科学 已 构成 包括 纯粹 数学 及 应 用 
数学 内 含 的 众多 分 支 学 科 和 许多 新 兴 交 又 学 科 的 庞大 的 科学 体系 , 但 恩格斯 的 这 
一 说 法 仍然 是 对 数学 的 一 个 中 肯 而 又 相对 来 说 易于 为 公众 了 解 和 接受 的 概括 ， 科 
学 地 反映 了 数学 这 一 学 科 的 内 涵 . 正 由 于 忽略 了 物质 的 具体 形态 和 属性 、 纯 粹 从 
数量 关系 和 空间 形式 的 角度 来 研究 现实 世界 ， 数 学 表现 出 高 度 抽 象 性 和 应 用 广泛 
性 的 特点 ， 具 有 特殊 的 公共 基础 地 位 ; 其 重要 性 得 到 普遍 的 认同 . 

整个 数学 的 发 展 史 是 和 人 类 物质 文明 和 精神 文明 的 发 展 史 交 融 在 一 起 的 . 作 
为 一 种 先进 的 文化 ,数学 不 仅 在 人 类 文明 的 进程 中 一 直 起 着 积极 的 推动 作用 ， 而 
且 是 人 类 文明 的 一 个 重要 的 支柱 . 数学 教育 对 于 启迪 心智 、 增 进 素质 、 提 高 全 人 
类 文明 程度 的 必要 性 和 重要 性 已 得 到 空前 普遍 的 重视 .数学 教育 本 质 是 一 种 素质 
教育 ; 学 习 数 学 , 不 仅 要 学 到 许多 重要 的 数学 概念 、 方 法 和 结论 , 更 要 着 重 领会 数 
学 的 精神 实质 和 思想 方法 . 在 大 学 学 习 高 等 数学 的 阶段 ， 更 应 该 自觉 地 去 意识 并 
努力 体现 这 一 点 

作为 面向 大 学 本 科 生 和 研究 生 以 及 有 关 教 师 的 教材 ， 教 学 参考 书 或 课外 读物 
的 系列 ， 本 丛书 将 努力 贯彻 加 强 基 础 、 面 向 前 沿 、 突 出 思想 、 关 注 应 用 和 方便 阅 
读 的 原则 , 力求 为 各 专业 的 大 学 本 科 生 或 研究 生 (包括 硕士 生 及 博士 生 〉 走 近 数 
学 科学 、 理 解数 学 科学 以 及 应 用 数学 科学 提供 必要 的 指引 和 有 力 的 帮助 ， 并 欢迎 
其 中 相当 一 些 能 被 广大 学 校 选用 为 教材 ， 相 信 并 希望 在 各 方面 的 支持 及 帮助 下 ， 
本 从 书 将 会 愈 出 愈 好 . 
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积分 方程 作为 一 种 重要 的 数学 工具 具有 三 个 特点 : 第 一 , 具有 特定 初始 条 件 的 
微分 方程 初 值 问 题 或 具有 特定 边界 条 件 的 微分 方程 边 值 问题 可 以 转化 为 单一 的 积 
分 方程 , 其 辅助 条 件 上 自动 满足 , 因而 其 形式 简洁 统一 , 且 利 用 积分 形式 讨论 问题 解 
的 存在 性 、 唯 一 性 等 十 分 方便 , 结果 形式 紧凑 ; 第 二 , 通常 微分 方程 或 其 相应 的 积分 
方程 在 大 多 数 情 况 下 没有 精确 解 或 封闭 解 , 只 好 用 数值 近似 或 逼近 计算 来 求 其 近似 
数值 解 , 此 时 积分 形式 更 适合 数值 计算 和 计算 机 实现 , 且 一 般 情况 下 数值 积分 引起 
的 相对 误差 较 小 , 所 得 结果 较 理 想 ; 第 三 , 将 区 域 上 的 微分 方程 转化 为 积分 方程 后 
维 数 降低 , 计算 量 大 大 减 小 . 例如 , 两 个 独立 变量 的 偏 微分 方程 边 值 问题 (还 要 满 
足 一 定 的 边界 条 件 ) 可 以 转化 为 只 含 一 个 变量 的 未 知 函 数 的 积分 方程 . 积分 方程 已 
被 广泛 应 用 于 科学 和 技术 的 几乎 所 有 分 文 , 尤其 在 空气 动力 学 、 弹 性 力学 、 断 裂 力 
学 、 热 力学 、 热 弹性 、 电 磁 学 、 电 子 工 程 、 振 动 理论 、 电 动力 学 、 流 体力 学 、 生 物力 
学 、 辐射 学 、 地 球 物理 勘探 、 中 子 迁 移 理论 、 色散 理论 、 离子 物理 、 量子 场 理论 、 自 
动 控制 理论 、 博 弃 论 以 及 医药 学 和 经 济 学 中 具有 广泛 应 用 , 特别 是 随 独 计算 机 科学 
和 技术 的 发 展 , 积分 方程 的 应 用 范围 越 来 越 广泛 . 

Kline(353E 4) 在 其 著作 《上 古今 数学 思想 》 中 认为 第 一 个 清醒 认识 到 应 用 积分 
方程 并 求解 者 是 Abel ( 阿 贝 尔 )，Abel 分 别 于 1823 年 和 1826 FRR I ARAR 
积分 方程 的 文章 , 但 直到 1888 年 du Bois-Raymond 才 首 次 提出 “积分 方程 ”的 名 
FR. 一 般 认为 , 积分 方程 这 一 学 科 的 基础 是 由 Fredholm( 他 关于 积分 方程 的 重要 工 
作 主 要 是 在 1900~1903 年 间 完 成 ) 和 Volterra( 他 关于 积分 方程 的 重要 工作 主要 是 
在 1884~1896 年 间 完 成 ) XEN. AXR, 德国 科学 家 D. Hilbert (1862~1943) 和 
E. Schmidt(1876~1959) 等 对 积分 方程 的 基本 理论 也 作出 了 重要 的 页 献 . Hilbert 是 
当时 世界 的 领头 数学 家 , 在 代数 、 不 变 式 和 几何 基础 方面 完成 了 宏伟 的 工作 . 1901 
年 瑞典 出 版 了 Erik Holmgreen 的 一 本 关于 积分 方程 的 讲义 ， 引起 了 Hilbert WK 
的 兴趣 . 他 把 注意 力 转 到 积分 方程 上 来 , 正 是 由 于 他 对 积分 方程 的 看 重 , 使 这 门 学 
科 在 相当 长 的 一 段 时 间 内 成 了 一 种 世界 性 的 狂热 , 出 现 了 大 量 的 文献 . 后继 者 们 
还 将 积分 方程 理论 推广 到 非 线性 积分 方程 . 20 世纪 中 叶 , 由 于 前 苏联 科学 院 院士 
N.I.Muskhelishvili 等 的 杰出 工作 , 奇异 积分 方程 理论 的 研究 与 应 用 迅速 发 展 , 其 未 
知 函 数 的 二 次 或 高 次 或 更 为 复杂 的 形式 出 现 ， 近 些 年 来 , 随 着 计算 机 科学 的 发 展 ， 
积分 方程 和 奇异 积分 方程 的 数值 解法 及 应 用 又 一 次 成 为 一 个 受 人 关注 的 热门 课题 . 

我 国 自 20 世纪 80 年 代 中 期 至 今 已 出 版 了 数 本 积分 方程 的 书 , 影响 较 好 , 尤其 
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是 近年 来 力学 、 新 材料 、 电 子 工程 、 化 学 、 生 物 、 经 济 和 工程 学 科 等 领域 的 研究 生 
和 科研 工作 者 及 工程 技术 人 员 越 来 越 多 地 使 用 积分 方程 为 工具 解决 力学 或 实际 工 
程 问题 , 但 国内 最 新 的 除了 路 见 可 、 钟 寿 国 1990 年 编著 的 《积分 方程 论 》 于 2008 
年 出 了 修订 本 外 , 其 他 都 是 16 年 前 出 版 的 . 随 着 近 些 年 来 积分 方程 理论 和 求解 方 
法 及 新 领域 的 应 用 , 吸 需 一 本 较为 全 面 的 , 吸纳 了 新 方法 、 新 内 容 、 新 结构 体系 和 
面向 新 读者 对 和 象 的 积分 方程 出 版 , 本 书 的 编著 就 是 围绕 这 样 一 个 守则 . 作者 自 2002 
年 开始 编著 , 边 使 用 边 修改 , 作为 应 用 数学 专业 硕士 研究 生 的 专业 基础 课 教 材 已 使 
用 6 届 , 特别 是 2007-2008 年 作者 在 哈佛 大 学 作 高 级 研究 学 者 的 半年 中 借助 哈佛 
大 学 丰富 的 资料 和 高 水 平 的 学 术 队伍 , 深入 思考 书稿 内 容 , 仔细 安排 结构 体系 , 多 

本 书 内 容 包括 : 积分 方程 分 类 ; 积分 方程 与 代数 方程 、 常 微分 方程 以 及 偏 微 
分 方程 的 联系 ; 第 一 类 、 第 二 类 Fredholm 型 、Volterra 型 线性 积分 方程 和 Cauchy 
Ex ( 非 周 期 核 ) 及 Hilbert 核 ( 单 周期 核 ) 奇异 积分 方程 的 实用 解法 ; 第 三 类 积分 方 
程 、 积 分 方程 组 、 积 分 微分 方程 和 对 偶 积 分 方程 以 及 非 线 性 积分 方程 的 常用 有 效 的 

第 1 章 分 类 包括 了 迄今 为 止 发 展 起 来 的 几乎 所 有 类 型 的 积分 方程 ， 如 第 三 
类 积分 方程 在 国内 出 版 的 积分 方程 教材 中 未 见 介 绍 , 特别 是 双 周 期 核 和 双 准 周期 
核 一 一 Weierstrass 核 奇 异 积 分 方程 的 类 型 在 国内 国外 出 版 的 积分 方程 教材 中 从 未 
介绍 过 , 相 比 国内 外 已 出 版 的 积分 方程 教材 , 没有 一 本 如 此 全 面 的 分 类 , 读者 可 以 
对 积分 方程 从 古 至 今 的 整个 概貌 有 直观 的 了 解 . 第 2 章 专 门 就 积分 方程 与 代数 方 
程 、 常 微分 方程 以 及 偏 微分 方程 的 联系 作 了 清晰 的 介绍 , 这 在 已 有 的 其 他 积分 方程 
教材 中 未 有 介绍 过 . 第 3 章 试图 将 各 种 第 二 类 Fredholm 积分 方程 及 其 解法 尽 纳 其 
中 , 形成 较为 完整 的 结构 , 不 再 单独 设 章 讨 论 其 特殊 类 型 , 如 其 他 教材 要 么 将 退化 
核 积 分 方程 单独 一 章 , 要 么 将 对 称 核 积分 方程 单独 一 章 等 . 第 4 章 也 以 较为 完整 的 
体系 介绍 了 第 二 类 Volterra 积分 方程 及 其 解法 ; 这 种 分 明 的 结构 体系 与 国内 外 其 他 
教材 不 同 . 第 一 类 积分 方程 在 一 般 的 教材 中 只 是 简单 介绍 , 本 书 将 第 一 类 Fredholm 
积分 方程 、 第 一 类 Volterra 积分 方程 的 一 些 实用 解法 较为 全 面 地 统一 在 第 5 章 (这 
在 结构 上 也 与 其 他 教材 不 同 ). 另外 , 本 书 第 7 章 、 第 9 章 和 第 10 章 分 别 对 对 偶 积 
分 方程 、 奇 异 积分 方程 和 非 线 性 积分 方程 以 较 大 篇 幅 尽 可 能 全 地 系统 、 详 细 介 绍 目 
前 的 解法 , 其 他 教材 只 是 简单 介绍 , 很 少 给 出 实用 解法 . 

作者 为 了 使 本 书 的 读者 对 象 更 为 广泛 , 特别 要 注重 不 是 数学 专业 的 其 他 理工 
专业 的 研究 生 、 科 研 工作 者 和 工程 技术 人 员 能 够 容易 掌握 和 使 用 , 所 以 本 书 更 加 注 
重 实用 求解 方法 的 介绍 , 数学 理论 的 严 暴 证 明 可 参考 路 见 可 、 钟 寿 国 编著 的 《积分 
方程 论 》 等 . 因此 本 书写 作 特 点 是 以 通俗 易 懂 的 写作 方式 (这 也 是 作者 在 哈佛 作 高 
级 研究 学 者 时 体会 和 领悟 的 哈佛 的 学 术 传 统 之 一 ) 详细 介绍 了 各 种 第 一 类 、 第 二 类 
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Fredholm 78. Volterra 型 线性 积分 方程 和 Cauchy 核 ( 非 周期 核 ) 及 Hilbert 核 ($ 
周期 核 ) 奇异 积分 方程 的 实用 解法 , 尤其 是 以 数值 算 例 等 详尽 说 明了 数值 解法 的 过 
程 , 也 介绍 了 第 三 类 积分 方程 的 解法 ; 介绍 了 积分 方程 组 、 积 分 微分 方程 和 对 偶 积 
分 方程 以 及 非 线 性 积分 方程 的 常用 有 效 的 解法 ; 特别 地 , 对 偶 积 分 方程 的 数值 解法 、 
超 奇 异 积 分 方程 和 超 奇 异 积分 微分 方程 的 简明 解析 解法 等 是 全 新 的 内 容 , 是 作者 近 
年 发 表 的 研究 成 果 . 

感谢 各 位 师长 、 同 行 和 同事 的 鼓励 及 帮助 , 特别 是 哈佛 大 学 锁 志 了 刚 院 士 在 我 
半年 的 访问 期 间 提 供 了 宽松 、 自 由 和 学 术 氛 围 浓 厚 的 良好 环境 ; 感谢 曾 试用 过 本 
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912 ”积分 方程 分 类 


1.1 积分 方程 历史 简介 


积分 方程 是 线性 代数 和 近代 泛 函 分 析 的 先驱 , 是 一 门 古老 而 又 有 强大 生命 力 的 
学 科 . FE 1782 年 , Laplace( 拉 兽 拉 斯 ) 就 运用 了 积分 变换 


f() - | 7*9 é(y)dy (1.1.1) 


求解 线性 差分 方程 和 微分 方程 . 1822 4E. Fourier (£8 EH) 在 求解 热传导 问题 的 过 
程 中 发 现 了 两 对 反 演 公 式 


f(z) = "E | sin zyó(y)dy, (1.1.2) 

oly) = "HN sin zy f (z)dx (1.1.3) 
各 OO 

f) = Vi) coszyólv)dy (1.1.4) 


| cos zy f (z)dz. (1.1.5) 


WRK f(z) 看 作 已 知 函 数 , o (y) 为 未 知 函 数 , 那么 (1.1.3), (1.1.5) 便 分 别 是 积 
分 方程 (1.1.2), (1.1.4) 的 解 . 

Kline( 克 莱茵 ) 在 其 著作 《古今 数学 思想 》 中 认为 第 一 个 清醒 认识 到 应 用 积分 
方程 并 求解 的 人 是 Abel (MIR). Abe 分 别 于 1823 年 和 1826 年 发 表 了 两 篇 有 
天 积分 方程 的 文章 (N.H.Abel, Oeuvres completes, 1, 11~27 and 97~101, Johnson 
Reprint Corporation, New York, 1973), 考虑 了 一 种 推广 的 所 谓 等 时 摆 问 题 , 建立 了 
天 于 未 知 函 数 s (y) 的 积分 方程 


iiim. f s (y)dy (1.1.6) 
其 中 , 9 是 已 知 常数 , 并 求 得 其 解 为 
s(y) — V29 i NOAE (1.1.7) 


2. 第 1 章 ”积分 方程 分 类 


以 及 研究 了 后 来 以 其 名 命名 的 Abel 方程 


[f(y)dy 
/ao=| ye 0<a<1 (1.1.8) 


其 中 , f(z) 是 一 个 连续 函数 且 f (a) = 0, 并 给 出 了 其 解 为 


4) = Sem e TP ene 1 hs 


1826 ££, Poisson (ÑH) 在 研究 磁场 理论 时 获得 了 一 类 积分 方程 


plz) = f(x) + af K (x — s)ġ(s)ds, (1.1.10) 
其 中 , $(z) 是 未 知 函 数 , f(z), K(x- s) 是 已 知 函数 , 入 是 参数 . 他 将 未 知 函数 (s) 
展开 为 关于 参数 入 的 车 级 数 , 从 而 求 得 上 述 积分 方程 的 解 . 但 他 没有 证 明 该 级 数 
的 收敛 性 . 1837 年 , Liouville ( 刘 维 尔 ) 完成 了 该 级 数 收 和 敛 性 的 证 明 . 意大利 数学 家 
Vito Volterra (1860~1940) 在 1884 年 研究 球面 段 上 电 谷 分 布 问题 时 就 遇 到 积分 方 
程 , 然而 直到 1896 年 他 才 认 真 研究 了 下 列 方程 : 


| K(z,s)ġ(s)ds = f(x) (1.1.11) 
和 T 
(x) = | K(z,s)9(s)ds + f(x), (1.1.12) 
并 得 到 了 (1.1.12) 的 解 
p(x) = f(x) + | R(x, s) f (s)ds, (1.1.13) 
其 中 , 预 解 核 
R(z,s) = ` Km+ı (7, s). (1.1.14) 
BE Km 递归 定义 为 


K4(z,s) = K (z,s), 
Kwsiés) m | K (2,9) Kn (ys) dy, m= 1,2. 


直到 1888 Æ, du Bois-Raymond 才 首 次 提出 “积分 方程 ”的 名 称 [Jerri,1985]. 
更 一 般 的 一 类 积分 方程 , 即 Fredholm 方程 


b 
p(x) = f(x) +| K (x, s)ġ(s)ds (1.1.15) 


1.2 积分 方程 的 分 类 ‘3. 


是 瑞典 数学 家 Erik Ivar Fredholm (1866~1927) 于 1900 年 首次 研究 解决 的 . Fred- 
holm 方程 与 Volterra 方程 的 主要 区 别 在 于 积分 限 . 前 者 的 积分 限 为 常数 , 后 者 的 积 
分 上 CF) 限 为 变数 . 事实 上 , 一 般 认 为 Volterra 和 Fredholm 是 积分 方程 的 磺 基 者 ， 
Hilbert, Schmidt 和 Muskhelishvili 等 学 者 对 积分 方程 的 理论 和 应 用 作出 了 重要 贡 
RR. 


1.2 积分 方程 的 分 类 


本 书 强调 积分 方程 的 分 类 , 目的 是 能 够 使 读者 对 积分 方程 的 全 貌 有 一 个 较 全 面 
的 了 解 . 

通常 把 积分 号 下 含有 未 知 函 数 的 方程 称 为 积分 方程 . 例如 , 含 一 个 未 知 函 数 的 
积分 方程 的 一 般 形式 为 

b 
ilio | K(z,s)F[ó(s)ds--f(z) a&z«b, (1.2.1) 

其 中 , a(x), K (z, s) 和 f (zx) 为 已 知 函 数 , a,b 为 常数 , (0) 是 未 知 函 数 , Fols) 是 
ols) 的 已 知 泛 函 , K (x, 5) 称 为 积分 方程 的 核 , f (z) 称 为 目 由 项 , A 是 参数 . 

如 果 自 变量 的 个 数 多 于 一 个 , 则 称 为 多 维 积分 方程 . 例如 , 包含 二 元 未 知 函 数 
g(x,y) 的 方程 

| Ry ee e 
就 是 一 个 二 维 积分 方程 , 其 中 , G 为 平面 上 的 一 个 区 域 . 上 述 方 程 在 复 平面 区 域 G 
上 , 可 简写 为 
$(P) = | K(P,Q)é(Q)àQ + f(P), 

EH, PeG,Qedq. 

虽然 在 许多 实际 问题 中 , 如 飞机 模型 设计 ,需要 求解 多 维 积分 方程 , 但 由 于 求 
解 单 变量 的 积分 方程 的 技术 原则 上 可 以 推广 应 用 于 多 维 方程 , 因而 人 们 一 般 主要 详 


细 讨 论 单 变量 一 维 积分 方程 . 本 书 将 讨论 的 是 一 维 积分 方程 . 一 般 情况 下 , 积分 方 
程 可 以 分 为 线性 、 非 线性 , 即 


积分 方程 


线性 积分 方程 非 线 性 积分 方程 


第 1 章 ”积分 方程 分 类 


XJ TE (1.2.1) PHI F Iols) 是 o(s) 的 线性 泛 函 时 , (1.2.1) 被 称 为 线性 积分 方 
程 , 其 一 般 形 式 为 


b 
a(Z)jb(z) = a] K (x, s)ọ(s)ds + f(x). (1.2.2) 


否则 , 即 F[o(s) Æ ¢ (8) 的 非 线性 泛 函 时 , (1.2.1) 称 为 非 线 性 积分 方程 . 
事实 上 , 线性 积分 方程 就 是 在 积分 号 下 出 现 的 未 知 函 数 仅 为 一 次 医 . 


1.2.1 ”线性 积分 方程 分 类 


对 于 线性 积分 方程 可 以 进一步 分 类 . 首先 按 积 分 限 可 分 为 Fredholm 积分 方程 
和 Volterra 积分 方程 , 即 


线性 积分 方程 


Fredholm 积分 方程 Volterra 积分 方程 


EJ f (12.2) 中 积分 限 都 是 常数 , 则 称 为 Fredholm 方 程 ; 车 积 分 中 有 一 个 是 
变量 , 则 称 为 Volterra 方程 . 
其 次 , 按 形式 可 以 分 为 第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 积分 方程 , 即 


Fredholm 积分 方程 
第 一 类 Fredholm 方程 第 二 类 Fredholm 方程 第 三 类 Fredholm 方程 


Volterra 积分 方程 


BUS RUE Oan 


第 一 类 Volterra 方程 第 二 类 Volterra 方程 第 三 类 Volterra 方程 


若 未 知 函数 仅 出 现在 积分 号 内 , 不 出 现在 积分 号 外 , 则 称 为 第 一 类 方程 . 例如 ， 
第 一 类 Fredholm 方程 


b 
3 K (x, s)ó(s)ds + f(x) = 0. (1.2.3) 
第 一 类 Volterra 方程 
a| AE E EE eed (1.2.4) 


1.2 积分 方程 的 分 类 ‘5. 


者 未 知 函 数 既 出 现在 积分 号 内 , 又 出 现在 积分 号 外 , 则 称 为 第 二 类 方程 . 例如 ， 
第 二 类 Fredholm 方程 


diu) [ -ee f in. (1.2.5) 
第 二 类 Volterra 方程 
Jas af a (1.2.6) 
第 三 类 Fredholm 方程 
NOTER [x ee (1.2.7) 


其 中 , a(x) 在 区 间 [a,b] 上 至 少 有 一 个 零点 . 
类 似 地 , 方程 (1.2.7) 中 积分 上 限 或 下 限 换 成 变量 时 , 便 成 为 第 三 类 Volterra 方 


程 . 
Fredholm 积分 方程 按 核 的 性 质 可 分 类 为 
Fredholm 积分 方程 
Fredholm 核 积 分 方程 。” 弱 奇 性 核 积分 方程 奇异 积分 方程 


当 K (zx,s) 是 二 元 连续 函数 或 平方 可 积 函 数 , 即 K (z,s) € La 时 , 称 K (x, s) 
为 Fredholm 核 . 以 此 K (zx,s) 为 核 的 Fredholm 积分 方程 称 为 Fredholm 核 积 分 
方程 . 

例 1.2.1 积分 方程 


p(z) -A| ns-agds=yG 


为 Fredholm 核 积 分 方程 . 
因为 核 KE(z,s) =zs(s 一 zx) 在 0<z<0<s<1 内 连续 . 
例 1.2.2 ”积分 方程 
4) 一 | Inlz — sló(s)ds = f (0) 
0 


也 是 Fredholm 核 积 分 方程 . - 
因为 核 昌 然 在 z = s 处 不 连续 , 但 | | In? |z — s| ds 是 一 有 限 值 
0 J0 
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当 Fredholm 型 积分 方程 的 积分 限 为 oo, 核 是 日 变量 之 差 的 函数 时 , RAE 
积 型 Fredholm 方程 . 例如 ， 


十 co 
$60) - | K (z —t)6(£ dt -- f (2), & € (—0,--o0) 


是 第 二 类 卷 积 型 Fredholm 积分 方程 , 其 中 ， f (x) € L2 (一 co, 十 co) K (x) € L2(—o0 
+00). . 

| K (x —t)o(t) dt = f (x), x €(-—oo,-oo) 
是 第 一 类 卷 积 型 Fredholm 积分 方程 

关 似 地 , 有 第 二 类 卷 积 型 Volterra 积分 方程 
= | K(-0e(9dt&f(), zE Coo ro) 

和 第 一 类 卷 积 型 Volterra 积分 方程 

| ee-oegd = f (x), ZE (一 co, 十 oo). 


当 核 K (z, s) = em 5) 0 < a c1, 其 中 , Ko (z, 5) 为 有 界 函 数 , 则 称 K (z, 5) 


为 弱 育 性 核 . RAIA PERA 的 积分 方程 称 为 弱 奇 性 核 积 分 方程 . 
例 1.2.3 方程 


4 四 -| Ke,s) G(s) ds = f(e), a > 0, 
其 中 ， 


1 。 
————,0«o«l 0s&€sc«z, 

K (x, 5) 一 (x — s)e 
0, r «ska. 


该 方程 也 可 写成 等 价 形式 


gm 一 人 | Eada) 


时 方程 既是 弱 奇 性 核 方程 , 又 是 Fredholm 核 积分 方程 . 因为 


f [ T ( T f a [ ds 02 一 2a 
T, S T = T ———— 32a ac ———Ó 
0 Jo 0 0 (z — s) (1— 2a) (2 — 2a) 


是 一 有 限 值 . 


1.2 ”积分 方程 的 分 类 T 


当 K (z,5) 出 现 一 阶 或 高 于 一 阶 奇异 性 时 , 称 为 奇异 核 
车 K(z,) = emt 2 其 中 Ko(z,5) 关于 z,s 的 偏 导数 存在 , 此 时 


TN | 5&5, (s) ds 


在 通常 意义 下 是 发 散 的 , 但 在 Cauchy 主 值 积 分 定义 下 收敛 , 即 极限 


lim [ K (z,s) (s) ds + I 


ETRO T+E 


K (x,s)¢ (s) às 


存在 , 则 称 K (zx, s) 为 Cauchy 核 . 
例 1.2.4 Cauchy 核 奇 异 积分 方程 


b b 
AG)eG) + 2. | Easa | K (z,s) $ (s) ds = f (x). 


a 9 


例 1.2.5 24 Cauchy STER K (zx, s) = cot (=) a > 0 时 , ZKA Hilbert 
核 , 它 是 一 类 单 周 期 核 . 方程 


saga) ZOT ó (s e (22 *Jas- f(a) 


称 为 Hilbert 核 奇异 积分 方程, 它 也 是 单 周期 核 的 奇异 积分 方程 

当 K (z,s) = csc (x — s) 时 , 也 是 一 类 单 周 期 核 . 

当 KK (zx,s) = (x —s) Bj, RA Weierstrass CfZ, 它 是 一 类 加 法 双 准 周期 核 . 
方程 


b 
AG)é()* ZE | e()c(s- s)ds= f(a) 
称 为 Weierstass C 核 奇异 积分 方程 , 也 称 为 双 准 周期 核 奇 异 积分 方程 , 其 中 ， 
1 Z 
1 ra 


是 Weierstrass C 函数 , 它 具 有 性 质 


C(z-2uy)—C(z)-2m, k=1,2, 


即 C (z) 是 一 个 加 法 双 准 周期 函数 . 这 里 204,20» 为 两 个 基本 周期 , 满足 Im^ 7 


0, Nk = G (wx) (k — 1, 2) 是 常数 ， Nmn = 2Mmw1 十 2nw», » 表示 除 对 m,n 同时 为 
零 的 项 外 的 一 切 m,n = 0, 士 1. 士 2 .…… 的 项 相 加 . 
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当 K(r—s)—QC(r—s)—C(z) 时 , 称 为 双 周 期 核 . 这 是 因为 
[Ç (z — s + 20x) — Ç (z + 20x)] — [¢ (z — s) — C (2)] = 0, 


故 方程 


zi e $ (2) lt (x — s) — €(2)] ds — f (2) 


称 为 双 周 期 核 奇 异 积分 方程 . 

下 又 得 到 一 组 闭 曲线 上 的 奇异 
积分 方程 . 

当 系 数 A (x) B (a) 0 时 称 为 正则 型 的 , 否则 称 为 非 正则 型 的 . 

综 上 有 


Cauchy A TER 


非 周期 核 单 周 期 核 双 准 周期 核 。”” 双 周期 核 


S 


25) (8-3 (0-3-tG) 


1 
k (Z, 5) = csc (x — s) , cot (= 


奇异 积分 方程 除了 上 述 Cauchy 奇 性 核 的 方程 外 , 还 包括 积分 限 为 无 限 的 积分 
方程 , 如 Wiener-Hopf 方程 


66) =| k (z — s) (s) ds -- f () 
以 及 带 位 移 的 奇异 积分 方程 


例 1.2.6 18 Careleman 位 移 的 奇异 积分 方程 


sar 2 的 | e 
r 


ra 


«(06 (0 - (61a) - 22 | 


pT-—t Tu 


d K (t,7) ó(r) dr = g (0), 


其 中 ,人 = EED laf - Ju! 一 是 把 单位 图 变换 到 它 自身 的 线性 分 式 变换 
H4 y= +1 或 y= 一 1 时 称 a(t) 是 正 位 移 或 反 位 移 ， 所 谓 Careleman 位 移 耽 是 在 
D 上 满足 Careleman 条 件 


a [o (t)) =t ^... (K2) 


1.0 积分 方程 的 分 类 9. 


的 位 移 . 
例 1.2.7 ”由 位 移 迭 代 产 生 的 有 限 循环 群情 形 下 的 带 Careleman 位 移 的 奇异 
积分 方程 


n—1 


Y {or (O olor (0) + SC | 一 dr + | Kenga =g, 


"en Tu T — Qp (t) 


其 中 , 假设 a ( 满足 条 件 


on (t) zt (Kn) 
Halt zt, 0<Sks<n-1,n 为 大 于 等 于 2 的 目 然 数 , a(t) = a lak- (t)] ao (t) 


f| 1.2.8 — "f Careleman AERA ATL ES CE AED ELI RE ERA N AE 


» (£) à lar (£)] - b C) d Ta O+ 9. [. $i) ar 


mem ni T — ax (t) 


1 $ (T) pen wy 
di (t) JT | Ki(7)é()dr | Kə (t, T) $6 (T) dr = g(t), 


nl 


其 中 , WR a (t) 是 正 位 移 则 满足 条 件 (IK) n > 0; 如 果 a(t) ERME, 则 满足 条 
{F (K2). 

还 有 一 类 在 实际 应 用 中 起 着 重要 作用 的 所 谓 的 带 平移 的 奇异 积分 方程 (路 见 可 ， 
1989), 如 

(1) aġ (t) + — al. E Z1 — 0) -dr - f (0, t € L, 
其 中 , a,b, c, o 7:0 均 为 ( 复 ) TEC L 为 光滑 封闭 曲线 . 


T TOP T 
(2) aQ (t) + — LC $()a aE Riv —————dr-f(t), t€(-oo,4oo) 


T= T= 
以 及 带 两 个 平移 的 方程 , 即 一 个 向 下 位 移 和 一 个 向 上 位 移 , 或 两 个 都 是 癌 下 (或 问 
E) 位 移 , 如 前 者 . 
(3) 


T ES T NP T 
9S [7 Seas e [7 60 LL a [7 90 gt 
其 中 , o 为 向 下 位 移 , 8 为 同上 位 移 . 
(4) 
Too C Too T Too T 
apli) + — | Dare E] 9) ire t| dU dr — f (t), 


_woT—t _wT-t+a tij- pid 


Imo € (0, +00). 
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更 一 般 地 , 如 在 力学 中 的 裂纹 问题 中 遇 到 的 方程 
b [6m x 0 jm $0) 
| d -> | | dr 十 》， B | d 


ni T—t | 20 J-a r—t—oa;) 2x r—-t-—;* 


TE 
=f (t), t€(—oo,-*oo), 
其 中 , ckj, drj, 05, 8; 是 给 定 的 常数 ， 
Imo; € (0,+00), Im6;€(—o9,0), j=1,2,...,n. 
上 述 各 方程 当 a? — ? 4-0 时 称 为 正则 型 的 , 否则 为 非 正 则 型 的 . 
断裂 力学 中 的 裂纹 问题 在 用 积分 变换 处 理 后 , 往往 化 为 求解 对 偶 积分 方程 


b 
| p(t)C(tK(z,t)dt = f(x), a&c«e, 


b 
| p(t)K(z,t)dt = g(x), c«r«.b. 
例 1.2.9 “一 类 在 数学 物理 边 值 问题 中 和 常 出 现 的 对 偶 积 分 方程 


[ t^ f(t)J,(zt)dt = g(x), 0«c«1, 
0 


| f(t)J,(zt)dt 20, z»1, 
0 


其 中 , J (at) 是 第 一 类 v W Bessel 函数 , a, v 都 是 实 和 常数 , g(r) 是 已 知 函 数 , f(t) 是 
待定 函数 . 

类 似 地 , 当 奇 异 积 分 方程 的 核 具 有 高 于 一 阶 奇异 性 时 , 称 为 超 奇异 积分 方程 , 如 
一 类 Prandtl 方程 是 二 阶 超 奇 异 方程 (Chakrabarti, et al., 1997) 


2NV1/2 £u 
| BU ars. —1«sz «l1, 


1 (£— x) 
其 中 , 4 ( 圭 1) = 0, f (z) = (m (1 -a2) a 20,80 K RECHA. 


以 及 一 类 二 阶 周 期 超 奇异 积分 方程 (Li, 2000) 


h(z) 
nl 


$ (x) 一 


$ (x) 十 | e(Deot* t - z)dt — f (2). —1«oac«1l, 


其 中 , f(z) 是 一 个 已 知 的 满足 Holder 条 件 的 以 r 为 周期 的 周期 函数 , h (x) 是 一 个 
周期 分 区 全 纯 函 数 h (z) — X (z) (cotanz+ci) 的 正 边 值 , 而 


X (z) = (tan z + tan jj (tan z 一 tan D 


1.2 积分 方程 的 分 类 Ll 


例 1.2.10 7; f£ (Li, 2000) 


et a $ (t) dt= f(x), ze (a,b),n=1,2,.. 


ti (t N g)” t! 


$ (z) + 


是 一 类 n +1 阶 超 奇 异 积 分 方程 . 
上 述 方程 中 的 超 奇 异 积分 在 通常 意义 下 发 散 , 甚至 在 Cauchy 主 值 意义 下 一 般 
也 是 无 意义 的 . 应 该 是 在 Hadamard 主 值 意义 下 理解 , 即 


^ e(t) $0» Da $G (a) $Y (b) 
| (t — p)! "e [全 udi (n — j) z] (a 一 y^? (b — g) | 


z € (a,b). 


超 奇 异 积 分 的 定义 也 被 推广 到 了 复 平面 封闭 曲线 上 (路 见 可 ,1977). 

此 外 , 在 数学 物理 应 用 问题 中 常 遇 到 积分 -微分 方程 , 即 未 知 函 数 既 出 现在 微 
DFF, 又 出 现在 积分 宛 下 的 方程 . 

例 1.2.11 积分 -微分 方程 (Chakrabarti, et al., 1999) 


1 
^ac Pu d dt = f (x), —-1«-x«1A»0, 


] 4— 


其 中 ， $ ( 士 1) À 0, f (x) mA 
更 一 般 的 例子 (Li, 2003) Jy 


d'**é(r) | w (z) f e(t) 


drgr+tk , zi " (t = qme 


dt = f(x), zx € (a,b), 


其 中 ， 
99 (a) = QU) (b) = Q, VIELSUB TELE ,n — 1, w (x) = (z — a)? (z — 5), 


其 中 , n,k 分 别 是 目 然 数 . 
例 1.2.12 ”原子 扩散 理论 中 经 常 遇 到 的 一 类 微分 积分 方程 


(an t JEU 2 Vij(r)F;(r) + > | Kij(r,r')F;(r)dr 


其 中 ,i = 1,2,… ,n，Vij(7), Ks(r,r) 是 变量 "> 的 已 知 函数 ,js JE SA, Fur) 有 
附加 条 件 

(1) 对 所 有 i, Fi(0) = 0; 

(2) 当 了 一 oo 时, Fi (r) ~ sin kır + o cos kır; 
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(3) 34 r 2 oo 时 , 对 所 有 的 i(i 关 1 ERAT), Filr) ~ Biexp(iki7). 
通 前 情况 下 ， 一 般 的 Fredholm 型 积分 -微分 方程 可 与 为 
ag(z)$ (x) + a14 (z) 十 … 十 an(Z)gm (£) + | K (z,t) o (t) dt = f (x). 


一 般 的 Volterra: 型 积分 -微分 方程 只 需 在 上 方程 中 将 积分 上 限 b 换 为 x BI RT. 
偏 微分 积分 方程 在 物理 学 的 扩散 理论 、 传导 和 运输 等 问题 中 经 常 出 现 , 如 
例 1.2.13 偏 微 分 积分 方程 


ð 1 f! 
pB) ltu- | Verdan- 


其 中 ,0 < t < 1,|u| <1. WURA u « OB] v(0,u) 20; 24 5,» OR v(1,u) = 0. 
5| 1.2.14 — fit 4] 352) 2] E 


E +a +0) p(z, u, t) = 0, 
当 J<0 时 z=a; 当 yw>0 时 z= 一 a. 
fj 1.2.15 “” 核 碰撞 问题 中 经 常 遇 到 的 一 类 微分 积分 方程 
(VÈ + 10) = Utt) + | KC) f(r ar 


其 中 , k? 是 相应 于 核 碰撞 的 动能 的 量 , U(r) 是 关于 核 粒 子 交 换 的 交互 作用 所 产生 
的 平均 势能 . 
例 1.2.16 二 阶 抛物 偏 微分 积分 方程 


PAEA L TEE Y 


v(r,t) — [ k (str (x, T), o) dr 


其 中 ， (x F(z,t,u1, U2, ua, U4) 之 P > 0. 
Bi 1. 2.17 二 阶 双 曲 偏 微 分 积分 方程 
O^w(x,t O^ (a, t Oy Oy 
AED - as EED — p (s.t. So vts t). 


t 
v(z,t)— | k (str dn). a) dr 


其 中 ， t F(z, t , U1, U2, U3, U4) 2 p» Q0. 


HIZA K (zx — 1), 即 具 有 卷 积 性 时 称 为 卷 积 型 积分 方程 , 见 表 1.1. 
34 K (x —t) 上 其 有 奇异 性 时 称 为 卷 积 型 奇异 积 pd 见 表 1.2. 
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X 1.1 . 卷 积 型 积分 方程 


方程 名 方程 形式 
Wiener-Hopf (x)= | K (x —s)ó(s)ds + f (x) 
Renewal (x)= | K (x — s)ó (s) ds + f (x) 
Abel | PL ds = f (z), 0<a<1 


X 1.2 “” 卷 积 型 奇异 积分 方程 
方程 名 方程 形式 


to e(t) i 1 


b TUM 
a (t) 十 A EE T 十 7-1 K (t — T)$ (r) dr 


带 一 个 卷 积 核 的 奇异 积分 方程 
= g(t), b + 0,t € (—oo, +00) 


iuc f 7k (t—7)$(7) dr 


b 
(«| £9 /2x 0 


带 两 个 卷 积 核 的 奇异 积分 方程 T 
+| 0-060 = 


b Æ 0,t € (一 co 十 co) 


b (tœ (rT) 1 f+% Ep 
a (t) + - | dr 十 N | K (t — T)$ (r) dr 


—g(t), bZz0,tc (0,-roo) 


Wiener-Hopf 型 奇异 积分 方程 


边界 积分 方程 是 偏 微 分 方程 的 积分 方程 的 再 形成 , 主要 被 广泛 应 用 于 求解 椭圆 
侦 微 分 方程 的 边 值 问题 . 例如 , 求解 偏 微 分 方程 边 值 问 题 


Au(P)-0, PED, 
u(P)—-g(P, PET, 


其 中 , D 是 RO 中 的 有 界 非 空 区 域 , 是 区 域 D 的 边界 . 
u 可 由 单 层 位 势 表示 为 


«Py- | pt) dQ, PeD, 


其 中 , |P — Q| 表示 点 P 和 点 Q 之 间 通 常 的 欧 几 里 得 距离 , 未 知 函数 Q) 称 为 单 
层 密度 函数 . 由 边界 条 件 立 得 边界 积分 方程 


e(Q) E 
| ip - qi —g(P), PET. 
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边界 积分 方程 可 以 是 第 一 类 、 第 二 类 Fredholm 积分 方程 , 也 可 以 是 Cauchy 奇异 
积分 方程 或 是 它们 的 变形 . 利用 边界 积分 方程 再 形成 求解 侦 微 分 方程 的 方法 叫 边 
界 积 分 方程 法 . 


1.2.2 ”积分 方程 组 的 分 类 
1. Fredholm 积分 方程 组 
Fredholm 积分 方程 组 
n nb 
j=1 "0 


ArB, Ku(r,s) 和 filz), i= 1,2,--- 是 平方 可 积 的 已 知 函 数 ，bi(z), (x£), 
Pnl) 是 未 知 函 数 . 如 果 记 


Ji(Z) fi(7) 
go = | 7 pL sw ^9 5 
pn(®) fala) 
Kui(x,s) Kiz(x,s) Kin (x, 8) 
K(,5) — um s) — s) A | 
Ka(ms) Ku(ns) Sad 


则 积分 方程 组 (1.2.8) 可 记 为 向 量 形式 
b 
dide: 3 ERIT ON REEL] (1.2.9) 
矩阵 K(r,s) 和 向 量 f(z) 分 别称 为 向 量 方程 (1.2.9) 或 方程 组 (1.2.8) 的 核 和 自由 
项 . 
向 量 方程 (1.2.9) 与 含 一 个 未 知 函 数 的 Fredholm 积分 方程 具有 相同 的 形式 . 事 
XE, 它 的 理论 与 Fredholm 方程 的 理论 相 平行 . 
2. Volterra 积分 方程 组 
Volterra 积分 方程 组 
$i (x) 一 > | Ki;(z,5)0;(s)ds-- fi (x), $—1,2,---,n (1.2.10) 
j=1 “9 


可 类 似 地 记 为 向 量 形式 
$c) -A| K(,)6()ds = 7 
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3. 卷 积 型 积分 方程 组 
卷 积 型 Fredholm 积分 方程 组 


b 
$i (x) = > | K;ij (x — s) ġ; (s)ds + fi (x), $-1,2,---,n. (1.2.11) 


Jara 


卷 积 型 Volterra 积分 方程 组 


Qi (x) = SI Ki; (x — s) ġ; (s)ds + fi (x), $—1,2,---,n. (1.2.12) 


JaA 


卷 积 型 Fredholm 积分 微分 方程 组 


90? (x) 十 a1 (z) 9-9 (z) 4 --- d a4(r)9 (x) 十 E K; (x — s) 9) (s) ds = f (a), 
"m (1.2.13) 
其 中 , 90) (x) = 9 (z), 99? (z) Æ o (x) 的 7 阶 导 函数 , alx), à = 1,2,- , n, K;(z), 
j20,1,2,---,m, f(z) 为 已 知 函 数 . 
4. 对 偶 积 分 方程 组 
对 偶 积 分 方程 组 


| t?5 y ap frt) Ja; (zt)dt = g;(7), 0<zr<1, 
0 mE 
i j212,-,n, (1.2.14) 
| >》 ajr fO; (xt)dt = 0, x> l, 
0 k-1 


其 中 , oj aj 是 已 知 常数 , Ju (ct) 是 第 一 类 v 阶 Bessel 函数 , aj, v; 都 是 实 前 数 . 
5. 奇异 积分 方程 组 
Cauchy 核 奇 异 积 分 方程 组 


一作 


» ) 十 一 一 一 MA |S ZG $a | Kij (s, x) $; (s) is) - f (z), i=1,2,..……,n 


(1.2.15) 
写成 向 量 形式 


a(z)ó(z) 4. 2 ds 96) SO | K(z)o()ds- fa 


其 中 , a(z),b(z), K(s,x) Ñ n 阶 方 阵 , f(x), (x) 为 n EE. 
如 果 alx) blr) YE L 上 为 非 奇异 方 阵 , 即 det(a b) z 0, MRA EMETA 
积分 方程 组 , 否则 称 为 非 正 则 型 奇异 积分 方程 组 . 
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类 似 地 , XS Hilbert 核 奇 异 积 分 方程 组 


n 


Y as(066) + s 248 $; (8) cot - 


j=1 


= fi (x), a 


2x 
— ds t | Kij (s, x) 0; (s) às 
0 


等 . 


1.2.3 ” 非 线 性 积分 方程 的 分 类 


对 于 非 线 性 积分 方程 也 有 类 似 于 线性 积分 方程 的 分 类 , 这 里 不 再 叙述 . 仅 列举 
一 些 经 典 的 非 线 性 积分 方程 , 见 表 1.3. 


表 1.3 
方程 名 方程 形式 
Urysohn 第 一 类 方程 | F (t, s, $ (s))ds = f (t) 
b 
Urysohn 第 二 类 方程 $ (t) = | F (t, s, $ (s))ds + f (t) 
Urysohn-Volterra 方程 $ (t) = [ F (t, s, $ (s))ds + f (t) 
Hammerstein 方程 $ (t) = [ K (t, s)f (s, $ (s)) ds + f (t) 
Hammerstein- Volterra 第 一 类 方程 [ K (t, s)f (s, o (s)) ds = f (t) 
Hammerstein- Volterra 第 二 类 方程 $ (t) = [ K (t, s)f (s, $ (s)) ds + f (t) 
非 线性 Cauchy 奇异 方程 A (t) 9 (t) -- B (t) E P C8) i 十 | F (t, s, $ (s))ds = f (t) 
Chandrasekhar-H 方程 1+ | A — f (t) 
a t+s 


X 1.3 中 r 是 复 平面 上 开口 弧 段 或 可 求 长 封闭 光滑 曲线 . 


1.3 ”积分 方程 模型 实例 


本 节 列 出 一 些 在 科学 实践 中 建立 的 各 种 各 样 的 积分 方程 模型 和 具体 实例 


1.3 ”积分 方程 模型 实例 eds 


1.3.4 人口 预测 模型 


人 | es (1.3.1) 


其 中 , n (t) 是 时 刻 t 时 人 口 数 , no 是 在 时 刻 t=0 时 的 人 口 数 , f (0) 是 生存 曲线 , BI 
t = 0 时 刻 f (t) A1, 随 着 年 龄 增长 , 由 于 生病 、 意 外 事故 等 f(t) 发 生变 化 (逐步 
减少 ), 见 图 1.1. 


1.1 人 口 生 存 曲 线 
时 刻 t 健在 的 人 口 数 记 为 ns (6), 则 


ns (t) = nof (t). (1.3.2) 


当然， 
ns (0) = nof (0) = no. 


一 般 情况 下 ， 人 口 由 于 新 生 小 孩 的 出 生 而 增加 ， 设 新 生 小 孩 的 平均 出 生 率 为 
r (t), 则 在 t; 时 刻 的 特定 时 间 段 Aim 增加 健在 的 新 生 小 孩 数 为 (1;) Air, 由 图 1.1 
这 些 新 生 小 孩 到 时 刻 t 实际 增加 数 为 
f (t —7)r (Ti) Air. 
如 果 这 个 过 程 在 (0,2) 的 m 个 子 区 间 上 重复 , 则 得 部 分 和 
bm (t) = > f(t — Ti)r (Tti) Air, (1.3.3) 
取 极 限 得 新 生 人 口 增长 数 为 


b(t) = | f (t—7T)r (r)dr. : (1.3.4) 
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于 是 在 时 刻 t 时 的 总 人 口 数 为 
n (t) = ns (t) +b (t) 
= nof (t) + | f (t —7)r (r)dr. (1.3.5) 
0 
有 理由 设 出 生 率 r(t) 与 人 口 数 n(t) 成 比例 , BE 
r (t) = kn (t), (1.3.6) 


k 为 比例 系数 . 于 是 得 到 关于 时 刻 t 时 人 口 数 的 Volterra 积分 方程 


t 
0 


n (t) = nof (t) + «| f (t — T)r (r)dr. (1.3.7) 


1.8.2 ”生物 种 群生 态 模型 


假设 两 种 生物 种 群 在 时 刻 t 的 数量 分 别 为 n (t), n: (0). 不 妨 设 第 一 种 群 数 独 
立时 , 即 不 受 第 二 种 群 影响 时 增加 , 设 变化 率 的 系数 为 ki(k1 > 0), 即 
dni 
dt 
第 二 种 群 数 独立 时 , 即 不 受 第 一 种 群 影响 时 减少 , 设 变化 率 系数 为 -ko(k。> 0), BH 
dno 
dt 
现在 假设 第 一 种 群 是 被 捕食 的 , 第 二 种 群 是 捕食 第 一 种 群 的 , 将 它们 放 在 一 起 
就 会 影响 两 个 种 群 的 变化 率 . 被 捕食 者 将 放 慢 增长 , 捕食 者 将 放 慢 减少 . 为 了 建立 
其 数学 模型 , 将 相互 影响 后 的 变化 率 系 数 ki 记 为 kj, 一 kz 记 为 一 局, W 


= kini (t) : kı > 0. 


= 一 K2702 (t) a kə > 0. 


ki = ki — yn» (t), 


其 中 , y 是 依赖 于 第 一 种 群 的 比例 常数. 

但 是 ki 实际 的 减少 不 仅 是 由 于 第 二 种 群 no(t) 在 时 刻 t 的 存在 , 而 且 也 由 于 
时 刻 t URRE t- To <r < 的 整个 时 间 段 所 有 第 二 种 群 na (7) 的 存在 , 其 中 ， 
To 是 两 个 种 群 限定 的 遗传 期 . 如 果 除 了 存在 yi 因子 外 , 在 上 以 前 对 ki 的 减少 率 记 
为 filr), #t-To<r <t, N ki 在 时 刻 t 处 的 减少 由 于 在 时 间 段 Ar 的 减少 为 
-fı (t — 7) na (7) Av, 其 中 ,用 fa(t— 7) 是 由 于 种 群 在 t 以 前 时 刻 t-r 处 的 抵抗 
n2 (T). 


t—To<T<t, 


Ôk, = — fh (t — T) n2 (7) dr. (1.3.8) 


于 是 第 一 种 群 最 后 有 效 的 增加 变化 率 系数 为 


t 


kieg 一 kı 一 人 1722 (t) = | h (t = T) Tio (T) dr. (1.3.9) 


同 理 , 第 二 种 群 最 后 有 效 的 减少 变化 率 系数 为 


人 | - fa(t- r)m (ndr (1.3.10) 
最 终 
S = n, (t) E — Yin2 (t) — | 万 (t— T)na (T) dr (1.3.11) 
dn 


um |-h + yanı (t) + [ fa (t— 7)n (T) dr | (1.3.12) 


ems 
这 是 一 组 非 线 性 的 积分 微分 方程 组 . 
1.3.3 ”神经 脉冲 的 传播 

知道 当 神 经 的 一 个 区 域 兴 奋 时 , 相对 于 未 兴奋 的 区 域 变 为 负电 , 因此 会 产生 电 
流 . 这 种 神经 电流 的 传导 或 神经 脉冲 的 数学 模型 可 以 是 一 个 积分 方程 . 如 果 从 时 刻 
t— t, 开始 兴奋 扩散 传播 , 则 其 传播 的 距离 u(t) 可 以 被 下 列 积分 方程 控制 : 


hKI i 
au(t)+kt _ KI | au(T)+kT d 
" KI — kh P t i i 


É h 
— KI (| e2u(T)+kT dr 十 xiu) j (1.3.13) 


其 中 , K,k 是 常数 , I 是 紧邻 兴奋 区 域 的 生物 电流 ,oa 是 电流 变化 率 , h 是 大 于 离子 
集中 的 一 个 量 . 

该 方程 是 一 个 关于 未 知 函 数 (脉冲 传播 距离 ) 的 非 线性 积分 方程 . 

当然 积分 方程 (1.3.13) 可 变形 为 


hKI 


t 
ho (t) 一 ki] o (r)dT + KI— kh 


该 方程 的 推导 参见 文献 (Rashevsky, 1960). 
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1.3.4 NX uE(Kamkin, 1957) 


香烟 的 烟雾 的 吸收 或 过 滤 问 题 也 可 用 积分 方程 建立 其 数学 模型 . 
当 香 烟 点 燃 后 , 在 时 刻 上 距离 z( 从 上 = 0 着 火 的 原始 位 置 量 起 ) 处 某 种 烟草 成 
分 每 单位 长 度 的 沉淀 重量 为 w (m, t), 则 其 模型 为 


w (x,t) = w (x,0) + abve * f w(vr,r)e "dr, z- wt, (1.3.14) 
0 
其 中 , w (2,0) 是 燃烧 前 在 位 置 z 处 的 w(x, t) 的 初始 值 , a EAR, 0 是 吸收 系数 ,v 
是 燃烧 的 速度 . 
1.3.5 ”交通 运输 (Green, 1969) 
设 F(t) 是 等 待 少 于 时 间 t 而 在 繁忙 交通 运输 中 找到 T(t 2 T) 的 时 间 间 隔 以 
便 过 街 的 概率 , 则 该 交通 运输 模型 也 是 一 个 积分 方程 


T 
PO =p) | F(t-T)p(r)dr, t2, 


其 中 , p (t) 是 概率 密度 , 4 t<T H, F (t) = 0. 
1.3.6 ”转动 轴 的 小 偏转 

考虑 一 长 为 1 的 轴 以 角速度 w 绕 x 轴 动 , 当 它 受到 小 的 干扰 就 会 发 生 偏 转 , 见 
图 1.2. 


1.2 ”转动 轴 的 小 偏转 


为 了 建立 以 偏转 y (z) 为 未 知 函 数 的 数学 模型 , 假设 知道 位 移 函 数 F (7, €), 该 
函数 给 出 当 一 个 单位 力作 用 在 不 同 于 z 点 的 m = £ 处 时 点 m 处 沿 y 方 问 的 位 移 . 
为 了 知道 轴 上 长 为 Ag 的 一 段 上 的 力 对 位 移 y (x) 的 影响 , 应 该 知道 这 段 转 动 轴 的 
离心 力 , 其 质量 为 Am = p(£) A£(p 为 轴 材 料 的 密度 ), 半径 7 = y (€), 角速度 为 w. 


1.3 ”积分 方程 模型 实例 PIE 


所 以 离心 力 为 Amw?r = pAéw2y (E). 按照 F (1,8) 的 定义 ,上 附近 的 AE 段 的 离心 
力 引 起 的 位 移 为 Ay (x) = F(z,£) pAto?y (£). 于 是 沿 着 轴 的 (0,1) 整 段 求 和 , 取 极 
限 得 | 

v6) =u | FeO OA (1.3.15) 
这 是 一 个 关于 轴 偏 转 函 数 y (z) 的 齐 次 Fredholm 积分 方程 . 
1.3.7 ”传输 信号 的 最 优 形状 (Thomas, 1969) 

有 限 频 率 波长 为 a 的 传输 信和 号 的 形状 函数 s ( 满足 下 列 积分 方程 : 
As (t) — [ sina(t — T) 


时 可 保证 在 信号 传输 过 程 中 使 能 量 消耗 最 小 , 其 中 , 参数 入 叫 特征 值 . 
1.3.8 Bernoulli 的 几何 问题 


如 图 1.3, 曲线 y = f (v) 所 围 阴 影 部 分 的 面积 4 一 定 是 长 为 zo, 宽 为 f (xo) 
的 滤 形 面积 的 者 干 分 之 一 . 


s (T) d7 (1.3.16) 


图 1.3 ”曲线 所 围 面积 


因为 阴影 部 分 的 面积 为 | f (z) dz, 则 得 
0 


kzof (zo) = | f (x) dz. (1.3.17) 


这 是 关于 未 知 函 数 f 的 积分 方程 
例 1.3.1 “对 于 上 述 问题 , 检验 抛物 线 y = z2 下 方 所 围 阴影 的 面积 是 否 恰好 
是 矩形 面积 的 =? 


X k= =, f (20) = r? 代入 方程 (1.3.17) AniS 2018, 将 f(x) = zx? 代入 方 
程 (1.3.17) 右 端 得 | ade = zzoz8. 于 是 左右 两 端 相等 


T 
0 
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1.3.9 ”带电 圆 板 的 对 偶 积分 方程 模型 


当 单位 圆 盒 内 部 (0 < r < 1) 保持 常 电势 uo 的 条 件 下 , 带电 圆 板 电势 的 积分 表 
示 为 
| 4mmeojao=w， osrs<i (1.3.18) 


同时 , 单位 圆 外 部 关于 平面 z = 0 对 称 的 电势 的 积分 表示 为 
| p^ A(p) Jo(rp)dp—0, r»1, (1.3.19) 


其 中 , Jo (x) Æ n 阶 第 一 类 Bessel 函数 Jn (x) 的 特别 情况 , 即 零 阶 第 一 类 Bessel FÉ 
数 (Bessel 微分 方程 2? f" -- xf! + (32 -mn2)=0 在 z=0 处 有 界 的 两 个 特 解 之 一 )， 
方程 (1.3.18), (1.3.19) 联 立 形成 整个 平面 的 一 对 积分 方程 


| pA(p)Jo(rp)dp=ao, O&r«1, 
0 


| p^A(p)Jo(rpg)dp—0, r»1, 
0 


通常 称 其 为 对 侦 积 分 方程 . 
第 1 章 习 题 
1. 验证 %z) = x 是 下 列 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 解 : 


| e bz)dz = 
0 


2. 验证 4(z) = 一 二 是 下 列 第 一 类 Volterra 积分 方程 的 解 : 


VT 
” $t) n 
| IT c 
2AN 


272 (Angs — AAx sin z + cos x) + z 是 下 列 第 二 类 Fredholm $121 7j 


3. 验证 (2) = LT S 


程 的 解 : 
Bj af 人 
4. 验证 $(z) = zez 是 下 列 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 解 : 
be) -2| coste —t)6(dt = sin z 
5. 验证 


G (cos 2a B sin 2a sin 2a 
] i 2a 4a? 2a 


一 1 
) COs ax + zsinaz, 


第 1 章 习 题 DRE 


ó (a) | f[ cos2a H sin 2a B sin 2a 
VU V. 2a 4a? 2a 


都 是 下 列 积分 方程 的 解 : 


二 
sin QX + z Cos axr 


1 


[ Q(t) cos a(z — t)dt = 0, 


即 该 方程 存在 两 个 不 同 的 解 . 
6. 验证 (x) = 6(1 一 Ax) 是 下 列 方程 的 解 : 


| e^ (7-99 (t)dt = Az. 

0 

7. 验证 jz) = 1.3. | ai^ | 3in+l | ati- ad 是 下 列 积分 方程 的 解 : 
; z)— Ar |7 E "i tat dt 1 : 


plr) +r” | t[2nz + (1 — n)t|e(t)dt = 1. 


r4-5 
t4- b 


8. 验证 (x) 一 3 ó(t)dt = f(x) 有 解 


$(z) = f(z) + | T Ne f(t)dt. 


a 是 下 列 非 线性 第 一 类 Volterra 积分 方程 的 解 : 


JUL 


9. 验证 p(x) = 


| ó(t)o(z — t)dt = A*e^". 
0 
10. 验证 %(z) = Be^" 是 下 列 非 线性 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 解 : 


ó(z) + a| é(t)ó(z — t)dt = (AB?°z + Be". 


T 
0 


11. 验证 bz) = 十/ oe?" 是 下 列 非 线性 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 解 
[ ó(x)ó(t)dt = Ae", A» 0. 
0 
| À i 
12. 验证 除了 平凡 解 ji (z) = 0 外 , $2(z) = JS rau xz 是 下 列 非 线性 


第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 解 : 


b 
(x) 十 4| e ^" "t3? (t)dt = 0. 


S 1 o /(t—a)(b— t) ; n 
ee WT rcu TEES FESSES 下 dt+nc|, a«z«b 
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或 
ES T — (a + b)/c C b 
""—— e. METAM 
即 下 列 第 一 类 Cauchy 奇异 积分 方程 的 解 
$99 -, a « zx « b. 
—- i 
14. 验证 
_ f(z) 入 "0 - tjt "^ f(t) 
eO PW ürsmeed-meh s dor ^ 


C 


ta a(l x) VIT AP 
是 下 列 第 二 类 Cauchy 型 奇异 积分 方程 的 解 : 


0crc«l 


(x) 一 af 90) as = f(z) 0ec«l 


第 2 章 ”积分 方程 与 代数 方程 及 微分 方程 的 联系 
2.1 线性 积分 方程 与 线性 代数 方程 组 的 联系 
考虑 第 二 类 线性 Fredholm 型 积分 方程 


b. 
$ (x) = | K (z,s) o (s) ds + f (x). (2.1.1) 


b—a 
n 


把 区 间 (a,b) n 等 分 , 每 部 分 区 间 长 为 = As = Az. V 


K (a + pAz,a + qAs) = Kpy, 5,q4—1,2,::,n, 
$ (a + pAr) = $,, p= 1,2,- n, 
f (a + pAz) = fp, p= 1,2,- n. 


积分 方程 (2.1.1) 中 的 积分 可 由 代数 和 Y KspsAs 代替 得 到 一 组 线性 代数 各 


q—1 
n 
Pp — 9 _ KpgpaAs+fp, p=1,2,..,n (2.1.2) 
q—1 


来 近似 代替 积分 方程 (2.1.1), 其 中 , Kos, fo, As 为 已 知 数 , 而 加 为 未 知 数 . 根据 线 
性 代数 方程 的 基础 知识 可 知 方程 组 (2.1.2) 的 系数 行列 式 


] 一 K11Aas 一 K12As —kinAs 
—ko1As ] 一 kə AS — kon AS 
EE l (2.1.3) 
—kni âs —kn2 âs Í — knn As 


是 否 等 于 零 直接 关系 到 方程 (2.1.2) 的 解 的 存在 与 否 . 
E K #0, 则 于 任意 给 定 的 fp (p = 1,2,… ,n), 方程 组 (2.1.2) 总 有 解 且 解 唯 
一 . 与 此 同时 , 其 转 置 方程 组 


Up = 》 Kph As + f, p = 1,2,- ; Tb (2.1.4) 
q—1 


对 任意 的 fr 也 都 有 解 且 解 也 唯一 
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E K = 0, 则 对 于 任意 给 定 的 fp, 方程 组 (2.1.2) 一 般 情况 下 无 解 . 但 是 其 对 应 
的 齐 次 方程 组 就 总 有 非 平凡 解 , 即 不 只 有 零 解 . 

综 上 , 要 么 方程 组 (2.1.2) 不 论 其 右 端的 fo (p = 1,2,:… ,n) 取 何 值 总 有 解 且 解 
唯一 ; 要 么 相应 的 齐 次 方程 组 至 少 有 一 组 非 平凡 解 , 即 有 无 入 多 解 . 

当 方程 组 (2.1.2) 有 解 且 解 唯 一 时 , 其 转 置 方程 组 也 有 解 且 解 唯一 . 否则 , 对 应 
(2.1.2) 的 齐 次 方程 组 


bp — > KpabaAs — 0, P= 1.2, 59 ,7 (2.1.5) 
q=1 
与 其 转 置 齐 次 方程 组 
Vp m >》 Ky As E 0, p = l, 2; eeen (2.1.6) 
q=1 


有 同样 多 线性 无 关 的 解 ; 其 线性 无 关 的 解 的 个 数 等 于 n 一 7, 其 中 , r 是 方程 组 的 系 
RE RERIK. 

下 面 讨论 当 K = 0 时 , 非 齐 次 方程 组 (2.1.2) 有 解 的 充分 必要 条 件 . 设 如 (p = 
1,2,--- ,n) 是 方程 组 (2.1.6) 的 一 组 非 平凡 解 . 以 如 乘 方程 组 (2.1.2) 的 第 p 个 方 
fà, 然后 把 得 到 的 这 些 方程 相 加 得 到 


` Ppp 一 ` KygóqVpAs = »3 jpVp， 
p—1 


p,q—1 p—1 


B 


` Pp [^ EE Y Ku] = »2 fp p. 
p—l p=1 


由 (2.1.6) 知 应 有 
y fob, — 0. (2.1.7) 
这 便 是 必要 条 件 . 现 证 明 条 件 (2.1.7) 也 为 充分 条 件 . 而 方程 组 2.1.2) YE K — O RT 
有 解 的 充分 条 件 是 矩阵 
] 一 KiiAs — K19 As — Kı As h 


— K214^s ] 一 Ko2 As — KonAs fo 
! ! ! (2.1.8) 


—K,„ 1 âs —Kn2As 1::. l—Knrâs f 


TL 
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的 秩 和 (2.1.2) 的 系数 矩阵 


l 一 KiiAs — K124As —KinAs 
— K» As l 一 K224^s — Kon ^s 
l l (2.1.9) 
—KniAs —Kn2As 1 — KmAs 


的 秩 相等 . 

为 此 , 只 需 证 明和 矩阵 (2.1.8) IE (r + 1) 阶 行列 式 等 于 零 . 事实 上 , 只 需 证 明 
包含 (2.1.8) 最 后 一 列 元 素 的 7 十 1 行列 式 等 于 零 即 可 . 把 这 样 的 行列 式 Di41 按 元 
X f. 展开 , 由 条 件 (2.1.7) 即 知 这 样 的 行列 式 等 于 零 . 故 (2.1.1) 为 充分 条 件 . 

是 否 当 As 一 0 时 ，》 KopadaAs 能 够 趋 于 | K (x,s)ó(s)ds? 进而 方程 组 


q=1 T 


(2.1.2) 的 解 趋 于 积分 方程 (2.1.1) W? 事实 上 , 当 核 K (m, s) 满足 一 定 的 条 件 时 ， 
的 确 会 是 这 样 的 , 但 这 里 不 证 明 . 相应 于 关于 代数 方程 组 (2.1.2) 的 定理 , 对 于 积分 
方程 (2.1.1) 也 有 类 似 的 定理 , 即 Fredholm 定理 . 

定理 2.1.1(Fredholm 选择 定理 ) ”第 二 类 Fredholm 积分 方程 (2.1.1), AN] 
于 所 有 的 函数 f (z) 都 有 解 且 解 唯一 ; 要 么 相应 的 齐 次 方程 至 少 有 一 个 非 平凡 解 ， 
即 至 少 有 一 个 不 恒 等 于 零 的 解 . 

定理 2.1.2 ”方程 (2.1.1) 有 唯一 解 时 , 其 转 置 方程 


b 
y* (x) = | K (s,x)y* (s) ds + f* (x) (2.1.10) 


也 有 唯一 解 . 相应 于 (2.1.1) 的 齐 次 方程 及 其 转 置 方程 都 有 有 限 个 互相 线性 无 关 的 
解 , 且 线 性 无 关 的 解 的 个 数 也 相同 . 

定理 2.1.3 MHA (2.1.1) 的 齐 次 方程 至 少 有 一 个 非 平凡 解 时 , 非 齐 次 方程 
(2.1.1) 有 解 的 充 要 条 件 是 其 齐 次 转 置 方 程 的 每 一 个 解 都 满足 可 解 条 件 


b 
| f (£) y" (z) dz = 0. (2.1.11) 


事实 上 , 此 时 方程 (2.1.1) 有 无 穷 多 个 解 . 

在 实际 应 用 中 , Fredholm 选择 定理 起 着 特别 重要 的 作用 . 对 许多 实际 问题 , 往 
往 企 图 直接 证 明 方程 (2.1.1) 解 的 存在 唯一 性 相当 困难 , 但 借助 Fredholm 选择 定 
BE, 只 需 证 明 其 相应 的 齐 次 方程 或 其 转 置 齐 次 方程 只 有 平凡 解 即 可 . 


2.2 积分 方程 与 微分 方程 的 联系 
尽管 积分 方程 的 出 现 并 不 比 微分 方程 的 出 现 迟 多 少 , 但 是 真正 形成 积分 方程 的 
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理论 是 在 19 HÆR, 20 世纪 初 . 积分 方程 与 微分 方程 有 密切 的 耿 系 , 有 时 微分 方程 
的 问题 化 为 积分 方程 来 处 理 更 为 有 利 . 因为 对 线性 算 子 而 言 , 在 一 定 条 件 下 , 积分 
算 子 比 微分 算 子 在 茶 些 方面 具有 更 好 的 特性 . 


2.2.1 积分 方程 与 常 微分 方程 的 联系 


通常 , 微分 方程 的 初 值 问 题 可 转化 为 Volterra 积分 方程 . 
例 2.2.1 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问 题 ， 当 f (my) 满足 适当 的 连续 条 件 , 初 


值 问题 " | 
IT) d (m 
| de MH (2.2.1) 
y (0) = 
的 解 满足 方程 
yz) = Co] f (uy (u))du: (2.2.2) 


(2.2.2) 是 关于 未 知 函 数 y(z) 的 一 个 积分 方程 . E f (0, y) RF y 是 线性 的 , 则 
方程 是 线性 Volterra 积分 方程 ; 否则 是 非 线 性 Volterra 积分 方程 . 类 似 地 , ” 阶 微 
分 方程 

CPI 县 Pan) 


满足 条 件 
y (zo) xw Co, y (zo) z C1, ttg y"-v (zo) m C ud 
的 定 解 问题 可 转化 为 等 价 的 Volterra 积分 方程 组 . 


“ 例 2.2.2 n 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问题 : 系数 ui (z) (i = 1,2,… ,n) 连续 的 
n 阶 常 微分 方程 


d"y ty B 
de taa) Sy 7 十"… 十 an (z) y = f(7) 
满足 初始 条 件 
y (0) = Co, y' (0) -— Ci, d REC ym (0) TS Cons 


的 定 解 问 题 , 可 化 为 求解 第 二 类 Volterra 积分 方程 . 
以 二 阶 微分 方程 为 例 


d? d 
| dog +a (7) 二 十 oa (2) = f (2), 


y (0)= Co, $'(0-2Ci 
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4 TV. 4 (z), 考虑 到 上 述 初始 条 件 , 便 得 到 


dz? 
z = | oaa, 
进而 
y -| (| o (t) dt 4- C. du + Co = | ul $ (t) du + Ciz + Co 
-[ (x — t) 9 (t) dt + Ciz + Co. 
0 
于 是 上 述 常 微分 方程 的 定 解 问题 转化 为 第 二 类 Volterra 积分 方程 
= | KeDsOd+PG， 


其 中 ， 
K (2,t) = aa (z) (£— z) — a1 (2), 


F (z) =f (z) — C1ai (x) — Cza» (x) — Coar (x) , 
类 似 地 , 对 于 n 阶 微分 方程 的 初 值 问题 , 利用 公式 
| dz | dz .… | f (z)dz = (n— DI : 1) | (x — u)” f (u) du 


也 可 化 为 等 价 的 第 二 类 Volterra 积分 方程 . 
例如 , 对 于 下 列 定 解 问题 : 


y! — 934 = 0, 
y (0) = » y (0) =y” (0) 2 1. 
S y" — (x), 考虑 到 初 值 条 件 得 


y” = | garry y' = | (z —t)$(t)dt - z 4 1, 
0 0 
J= ;| (z - t) ó()) dtt za? cn + 3 
于 是 得 到 等 价 的 第 二 类 Volterra 积分 方程 


Q (x) “| (x —t)^9(t)dt + z? -2z? + a. 
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例 2.2.3 n 阶 线性 常 系 数 微分 方程 的 初 值 问题 , 运用 上 述 方法 , 初 值 问题 


d? d^-1 
| Ran ea = f (2), 


dz” QZ7m 一 1 
y (z0) = Co, Y(z0)=0, .Wi(zo)=Cn 1 


可 化 为 第 二 类 Volterra 卷 积 型 积分 方程 


p(s)=| KG FG), 


其 中 ， i u 
rone D px : 
F (x) = f (x) — aı (£) Cn-1 — a2 (z)|Cn iz + Cn-2| 一 … 
~an (z) ei 十 — 十 .… 十 CiT 十 Col|. 


常 微分 方程 的 边 值 问题 可 化 为 第 二 类 Fredholm 积分 方程 . 
例 2.2.4 ”对 于 边 值 问题 
| d'y + ày = 0, 


dz? 


y (0) = y (1) - 0. 


d? 
令 EE = ġ (x), DI 
dy 
dz «l $ (u)du + c1, 
进一步 有 
y (x) -| av | Q (u) du + cız + ca. 
交换 积分 次 序 便 得 


y(t) - | étdu | dva e -| (z — u) $Ó (u) du 十 clZ + c2. 


由 边界 条 件 知 | 
c2 = 0, a=- | Q- (du 
于 是 


1 


v) - [ &-wét)du- f s 9 o(0du 
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1 Í «1 -2)ó())du | 2(1—u)ø(u)dul 
代入 原 方程 得 第 二 类 Fredholm 积分 方程 


1 


四 (二 3i K (x,u) 9 (u) du, (2.2.3) 


Kt.) - | u(l—-z), OXxuxz, 
r(l—-w), rXux1 
恰好 是 原 方程 的 Green 函数 , 并 满足 对 称 性 . 因此 (2.2.3) 是 对 称 核 积分 方程 . 
反 过 来 , 有 时 可 利用 微分 方程 与 积分 方程 的 联系 , 把 某 些 特殊 的 第 一 类 或 第 二 
类 Volterra 积分 方程 化 为 对 应 的 微分 方程 的 定 解 问题 , 容易 求 得 其 解 . 
例 2.2.5 求解 第 一 类 Volterra 积分 方程 


| e*t (t)dt = z. 
0 


B $ ] 
y(x) = | e '$ (t) dt. (2.2.4) 
0 
于 是 得 到 
y (z) =q, 
即 
y(x) = re”. (2.2.5) 
XX (2.2.4) 两 端 对 z 求 导 得 


y (zx) = e “由 (7)， 
而 (2.2.5) 两 端 对 zx 求 导 得 
y (£) = (1— z) e™?. 
由 上 两 式 立 得 原 积分 方程 的 解 
$ (x) 21- a. 
例 2.2.6 ”求解 第 二 类 Volterra 积分 方程 


o (£) = | o (t) dt + e*. (2.2.6) 
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解 ” 令 vy (7z) = f o (t) dt. FÆ y(0)=0 H 


p(z) =y(z) +e. (2.2.7) 
X (2.2.6) Bm zx 求 导 得 

$' (z) = $ (2) 十 er， (2.2.8) 
X (2.2.7) AmA z 求 导 得 

9 (z) - y (zx) e. (2.2.9) 


由 (2.2.7)~(2.2.9) 得 
y (£) = $ (7) =y (z) +e. 
这 样 , 原 积分 方程 化 为 常 微分 方程 的 定 解 问题 


| y (£) - y (£) = e", 
y (0) = 0, 


于 是 得 
o (x) = ze? +e = (x + 1)e*. 


2.2.2 ”积分 方程 与 偏 微 分 方程 的 联系 
例 2.2.7 数学 物理 方程 中 的 一 类 一 维 的 热传导 Cauchy 问题 


Qu 2 
| Ot d (2.2.10) 
u (x, 0) zx f (x), 


其 中 , f£ (2) 为 给 定 的 函数 , u (m, 0) 为 未 知 确定 的 热 函数 
如 果 在 t= 0 时 刻 不 给 定 函数 f (x), 而 在 某 一 时 刻 t 给 定 热 函 数 u(x,t) KH, 
则 问题 转变 为 求解 f(x). 在 数学 物理 方程 中 知道 , 原 问 题 (2.2.10) 的 解 为 


[^7 (T) QE dr. 


u (z,t) — oW 


于 是 求解 f (z) 的 问题 转化 为 求解 第 一 类 积分 方程 


三， (T) VY dr = 2a ntu. 
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再 例如 , 空气 动力 学 中 要 确定 绕 菜 一 形状 的 飞船 的 气流 时 , 为 计算 可 以 产生 给 
定 流 线 形状 的 源 , 可 将 原 偏 微分 方程 转化 为 积分 方程 


I 7 — u(z,y,z), 
2 4ny(r—7) -(y-9) *(z- 

其 中 , n(z,y,z) 为 要 求解 的 源 函 数 ,(z,y 2 为 已 知 区 域 8 "RII ER, u (m, y, z) 
为 已 知 函 数 . 

对 于 椭圆 型 偏 微分 方程 边 值 问题 , 利用 位 势 理 论 可 以 将 其 化 为 积分 方程 . 只 需 
将 未 知 函数 表示 为 以 新 未 知 函 数 为 密度 的 单 层 位 势 或 双 层 位 势 , 且 使 该 位 势 满足 边 
值 条 件 . 这 样 就 能 得 到 以 新 未 知 函 数 为 密度 函数 的 Fredholm 积分 方程 . 

首先 给 出 位 势 的 定义 . 

假设 L 是 平面 上 一 条 封闭 的 李 雅 普 诺 夫 曲线 , D 为 以 工 为 边界 的 平面 有 限 区 
域 . 记 P 为 边界 L 上 的 点 , M AKR D 内 的 点 , rmp 是 M sS) Ex P 的 距 
离 . 

定义 2.2.1  W p(P) 是 边界 L 上 定义 的 连续 函数 , WERA M 的 函数 


u(M) = | p (P)ln — dip (2.2.11) 
为 单 层 位 势 . 所 谓 双 层 位 势 是 指点 M 的 函数 
u (M) = | p (P) E dip, (2.2.12) 


其 中 , ny 为 工 在 尸 点 的 外 法 线 方向 . o (P) 称 为 相应 位 势 的 密度 . 
对 于 双 层 位 势 , 注意 到 


1 1 
ð | jn — oil 
(m — ) - (m=) TMP 1 


O 
= 一 一 gradr MP |: TU 
onp OrMP onp TMP 3 


其 中 , ms 是 曲线 工 在 PP 点 的 外 法 线 方 向 单位 矢量 ,而 gradrup — rp Æ rmp 方 
加 上 的 单位 矢量 , 故 


o (1m 3 
TMP) . 


ON p 
因此 可 得 到 双 层 位 势 的 男 一 种 表达 式 


p (P)cos (rup,mp) 
u (M) = | Sunt: dlp. (2.2.13) 


1 
" cos (TMP, np). 
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对 于 具有 单位 密度 的 双 层 位 势 成 立 高 斯 (Gauss) 定理 


—2n, PED, 
p fe —Jt, P c L, (2.2.14) 


] 
a (1m; ) cos (TMP, NP) 
| MP de - - | MP NP) J 
7 0,  PéDUL. 


Onp TMP 


例 2.2.8 ”考虑 确定 在 以 工 为 边界 的 平面 有 限 区 域 D 内 的 Laplace 方程 
Uzz 十 Uyy = 0, (z, y) E D 
适合 边界 条 件 
u|; = f (t), tcL 
的 Dirichlet 内 问题 的 求解 问题 
解 ” 可 以 将 其 解 表示 成 以 p (P) 为 密度 的 单 层 位 势 ， 


u(M) = | p (P)ln alib 
L TMP 


4 M 趋 近 于 边界 工 上 的 点 P, 就 得 到 确定 未 知 密度 p(P) 的 第 一 类 Fredholm $ 
分 方程 
f(M)= | p (P) ln — dp. (2.2.15) 


像 Volterra, Neumann 和 Poincark 一 样 , 也 可 将 解 u 表示 为 双 层 位 势 , ASA ME 
近 于 边界 工 上 的 点 P, 就 得 到 以 未 知 密度 p (P) 为 密度 函数 的 第 二 类 Fredholm 积 
分 方程 


ð ln —— 
f (M) = xp (M) — | p (P) 一 7MP dip 


On, 
" 1 P '(M 
e(M) - — | Te mmy, - Ton (2.2.16) 
如 果 假 设 D 是 圆 域 
r? 十 y? < R?, 
2R cos (TMP, np) = —2 R cos bl = —TPM. 
故 积分 方程 (2.2.15) 可 写成 


p (M) — NIU dip — ue (2.2.17) 


0 
这 是 一 个 退化 核 的 积分 方程 . 由 2.1 节 方 法 , 令 

| &(P)dis - C. 

L 


于 是 


Bil 
i 1 
从 而 得 到 积分 方程 (2.2.17) 的 解 
p(M) — = TAR || / Pat». 
第 2 章 习 题 


2 
1. 化 Bessel 方程 57-3 ea P EQ? - 1)y —0,0«z«1ZENHRAÍTFy(0)—0,y(1) 20 


下 为 Fredholm 积分 方程 . ; a 

2. 将 从 Schrödinger 7/88 9 HRANE T — K^y4 Vo —y = 0 在 边界 条 件 y(0) = 
y(oo) = 0 下 转化 为 Fredholm 积分 方程 . 

3. 将 下 列 边 值 问题 转化 为 积分 方程 : 

(1) y” +y = 0, y(0) = 0,y'(1) = 1; 

2) y” +y = z,y' (0) = y'(1) = 0; 

(3) y” +y = z, y(0) = 1,y'(1) = 0; 

(4) y” + E: + Az? = 0, y(0) = y(1) = 0; 

(5) y” — y = f(z), y(0) = y(1) = 0. 

4. 将 微分 方程 y” + (p(z) ^ v^ 1 y = 0 转化 为 Fredholm 积分 方程 , 其 中 , n 为 已 知 正 常 
数 , 端点 条 件 y(0) = 0; 34 z = zo BJ y'/y = <n. 

5. 将 初 值 问 题 y" 十 Az^y = 0,y (0) = y(0) = 0 转化 为 Volterra 积分 方程 . 

6. 找到 一 个 微分 方程 边 值 问题 与 下 列 Fredholm 积分 方程 等 价 : 


vr) = 入 | Q- le- tno. 
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7. 找到 一 个 微分 方程 的 定 解 问题 与 下 列 Volterra 积分 方程 等 价 : 


| er y(t)dt = a. 
0 


8. 验证 y(z) = — | “(zt)y(t)dt + cosz _z_1 是 下 列 微分 方程 初 值 问题 的 解 : 


d°y 
DE *y--cosz, y(0)-—0,y'(0)— — 
9. 证 明 下 列 Volterra 积分 方程 的 解 : 
ó(z)—e* + el. mh. otydt 和 bz) = e* 十 总 EE Z | S$(t)dt 


也 是 微分 方程 p (z) 一 gz) = zole) 的 解 . 


第 3 章 Fredholm 积分 方程 的 常用 解法 


一 般 情况 下 , 积分 方程 很 难 求 得 其 显 式 解 , 只 有 在 某 些 特殊 情况 下 才能 求 得 其 
显 式 解 . 因此 , 不 得 不 采取 各 种 逼近 方法 或 近似 解法 . 本 章 主要 介绍 几 种 常用 的 求 
解 Fredholm 积分 方程 的 方法 . 


3.1 有 限 差分 逼近 法 


2.1 他 记述 方法 称 为 有 限 差 分 逼近 法 , 它 是 一 个 简单 直观 的 融 近 方法 . 这 里 仅 
举例 说 明 . 
例 3.1.1 ”利用 有 限 差分 逼近 法 求解 积分 方程 


$ (x) 十 | r(e”? — 1)ọ (s)ds = e — x (3.1.1) 


的 解 . 
解 ”直接 利用 2.1 节 所 述 方法 经 过 编程 计算 , 并 对 结 扣 数 为 3,… ,9 时 的 近似 
数值 解 与 方程 的 精确 解 wz) = 1 进行 比较 , 见 表 3.1. 


X 3.1 例 3.1.1 的 近似 解 与 精确 解 的 比较 
结 点 数 3 4 5 6 7 8 9 
近似 解 0.9995775 “0.9992276 0.9987581  0.9981600  0.9974223  0.9965339 0.9954835 
精确 解 ”1.0000000  1.0000000  1.0000000  1.0000000  1.0000000  1.0000000  1.0000000 
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逐次 逼 近 法 是 求解 代数 方程 、 超 越 方 程 、 微 分 方程 的 一 种 基本 的 数值 退 近 方 
法 . 同时 也 是 求解 积分 方程 逼近 解 的 有 利 工 具 . 对 于 参数 入 的 绝对 值 充 分 小 的 一 
致 连续 核 的 积分 方程 , 可 以 利用 展开 成 参数 入 的 车 级 数 的 方法 求 得 其 唯一 解 . 

下 面 说 明 逐 次 逼近 法 的 由 来 . 引进 一 些 较 常 用 的 记号 , 当 a < zy <b, 
Ki(z,y) Ko(r,y) 都 是 天 于 z, y 的 一 致 连续 函数 , 记 


b 
K» : Ki 一 | K»(x, s)Ki (s, y)ds, (3.2.1) 


a 
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U) Ko- Kı 是 关于 z, y 的 一 致 连续 函数 , 事实 上 ， 


b b 
| K»(21, s) K1(s, yi)ds -| K»(x2, s) K1(s, y2)ds 


b b 
< | K»(z1, 8) [K1(s, y1) — K2(s, y2)] ds al Ki(s,y2) [K2(21, s) — K2(z2, s)] ds|. 


HRH a < x,y <b Wf, Ki(z,y), Kz(z,y) 的 绝对 值 的 上 界 不 大 于 M, 由 于 
Ki(z, y), Ko(z, y) 的 一 致 连续 性 ， 对 任 给 的 有 0, 总 需 找 到 T] > 0, 使 得 在 T1, T2 两 
AS ,ya 两 点 间 的 距离 都 小 于 m 时 , 有 


IK2(71, s) a K»(z2, 5)| « 


€ 
K — K ——————, 
| 1(8, 1) 1(8, y2)| < 2(b — a)M 


故 式 (3.2.1) 右 端 小 于 e, 即 K2- Ki 是 关于 m, y 的 一 致 连续 函数 . 一 般 情况 下 ， 
Rss Ro vie. 
下 面 证 明 积分 方程 
b 
bz) = 入 | Ktz,s)ó(s)ds + f) (3.2.2) 


当 K(z,s), f(x) 是 相应 区 间 上 的 一 致 连续 函数 , 参数 入 的 值 充分 小 时 , 恒 有 唯一 解 . 
将 未 知 函 数 olr) 展开 成 参数 入 的 无 穷 级 数 , 即 


gz) = polz) + Ayı (£) 十 Xpo(z) 十 …. (3.2.3) 
将 该 级 数 形式 代入 (3.2.2) 得 
polz) 十 Xpl(Z) 十 入 pa(Z) 十 … 
= 入 [ K (z, s) [po(s) + Mpi1(s) + X p2(8) + ---]dy + f(z). (3.2.4) 
比较 和 的 同 医 项 的 系数 就 得 到 


(3.2.5) 


€ 
t3 
um 
z 
No 
| 
— 
` E 
n 
R 
o» 
n 
Ne” 
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o» 
Jd 
o» 
S 
~ 
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N 
t 
or 
VA) 
一 
or 
o» 
d 


AS 
es" 
~ 
Xu 
| 
Q e 
— 
e- 


K (x, sy)K (sı, S2) Ross K (Sk—1, Sk) f (sk )ds1ds2 es ds, 
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或 
pk(T) = | K(?(z,s)f(s)hs, k=1,2,3,..., (3.2.6) 
其 中 ， 
b b 
K(k) — | | K(zx,s1)K(81,82)--- K(sy 1,5)d81--:dsy-1, k= 2,3,..…, 
mM (3.2.7) 
KP (z, 5) = K(z, 5), 
Ko -[ K (z,t) KFY (t, s)dt 叫做 核 K(x, s) BJ k WEIZ. 
由 于 K(z,s) 一 致 连续 , 故 有 
[KO (s, s)| LK (z, $)] < M, 
|K 9 (s, «)| < [ IK (s, t)K(t, s)| dt «M? (b — a), 
K” (z, s) < i K (z,t) KF) (t, s) dt x M*(b — a)^ 1. 
所 以 


| 
| | KP (z, s) f(s)ds| < M*(b — a)! [ If (s) ds < M*(b — a)" F. 


由 公式 (3.2.6) 得 到 
lex(z)| < M*(b — a)* F, 


其 中 , F Æ |f(z)| 的 上 界 . 因此 , 数 项 级 数 Y^ M* b-a) F 是 级 数 (3.2.3) 的 强 


k—1 


级 数 , 所 以 如 果 | 和 | < M-a «t 则 级 数 (3.2.3) 便 是 入 在 [a,b] 内 的 绝对 值 一 致 收 


敛 的 级 数 . 由 于 该 级 数 的 每 一 项 都 是 连续 的 , 故 其 和 函数 o (z) 也 是 连续 函数 . 由 
T (3.2.3) 一 致 收敛 , 故 可 逐次 积分 , 因此 由 (3.2.3) 所 确定 的 函数 o (z) 是 积分 方程 
(3.2.2) 的 解 . 

对 于 更 一 般 的 情况 , 假设 核 的 平方 绝对 值 对 于 积分 变量 的 单 积分 是 一 有 界 函 


b 
数 ，| |K?(,s)|ds < Cf, C. 为 常数 . 同时 自由 项 平方 的 绝对 值 的 积分 也 是 有 限 的 ， 


b 
| l/G az = D, D 为 常数 , 则 上 述 结论 仍然 成 立 


现在 叙述 通常 情况 下 利用 逐次 逼近 法 求解 积分 方程 的 步骤 .对 于 积分 方程 
(3.2.2), 取 其 自由 项 为 零 次 近似 解 ， 


polz) = f(x), 
将 零 次 近似 解 polr) 代入 方程 (3.2.2) 的 右 端 , 把 所 得 结果 作为 一 次 近似 解 


b 
di(z)— f(x) 十 | K (x, s)do(s)ds. 
再 将 该 近似 解 代入 方程 (3.2.2) 的 右 端 , 并 把 所 得 结果 作为 二 次 近似 解 
b 
palz) = f(x) A | KG e ()d5. 
依次 类 推 , 若 得 到 n 次 近似 解 由 (z) 则 将 其 代入 (3.2.2) 的 右边 , 取 所 得 结果 为 n+1 
次 近似 解 ， 
人 | Kis dd. Gode (3.2.8) 
于 是 (3.2.8) 就 成 为 逐次 逼近 法 的 递 推 公式 . 者 逐次 逼近 法 的 这 一 列 近 似 解 
do(z);,gi(zga(z) ,各 (z)… 一致 收敛 于 一 极限 , 则 这 个 极限 就 是 方程 (3.2.2) 
的 解 . 若 极限 不 存在 , 则 逐次 逼近 法 便 失 去 了 效用 , 需 用 其 他 方法 求解 或 讨论 其 解 
的 存在 性 等 . 
由 递 推 公式 (3.2.8) 知 
D 
$2) f) € A| Kis s)f(s)ds, 
b 
éa(z) — f(x) +A| KC, sjbi(z)ds 
b b b 
— f(x) 4 a| K (z, s)f (s)ds + A? | K(z, sjat | K (t, s)f(s)ds, 


其 中 , 已 令 K(zs) = KO (zs), 由 已 知 条 件 得 上 式 右 端 第 二 个 积分 可 交换 积分 次 
序 . 于 是 


b b 
polz) = f(x) + | K (z, s) f (s)ds + A? | KO) (x, s) f (s)ds, 


其 中 , D KO (zs) = r K (x, t) K (t, s)dt. 类 似 地 ， 


a 


b b b 
da(z) = fG) A| K (x, s) f(s)ds +X | K(2(z, 5) f(s)ds-9? | K(3)(z, s) f (s)ds. 


a 
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依次 类 推 , 一 般 地 , 可 得 n 次 近似 解 的 表达 式 


n b 
$n(x) = f(x) + >》 xe | KF) (x, s) f (s)ds. 


k—1 e 


设 近似 解 序列 是 收敛 的 , 即 当 n — oo 时 , oalr) 趋 于 一 极限 , 则 该 极限 为 积分 
方程 (3.2.2) 的 解 , 这 个 解 是 一 无 穷 级 数 形式 


oo b 
jz) = f(z) - Y^ | K 9 (s, s) f (s)ds. (3.2.9) 
k—1 a 


由 前 面 讨论 知 当 JA] < 时 , 级 数 (3.2.9) 的 确 一 致 收敛 , 于 是 方程 (3.2.2) 
有 形 如 (3.2.9) 的 解 . 
现 证 明 其 解 的 唯一 性 , 即 此 时 有 且 仅 有 一 个 解 
假如 不 是 这 样 , 设 $1 (x), $2 (z) 是 方程 (3.2.2) 的 两 个 解 , 则 
b 
à G) -A| Kz,s) 8 (9) ds = f (2), 


a 


将 这 两 式 相 减 且 令 
则 得 
b 
w (x) = | K (x, s) v (s) ds. 
应 用 柯 西 布 尼 亚 柯 夫 斯 基 - 施 瓦 次 不 等 式 
b b 
lw? (x)| < Af | |K? (a, sJas | lu^ (s)|ds, 

两 边 对 变量 x 取 积 分 , 则 有 

b > [6 fÈ b 

| w? (z)|dz < IA | | K’ ir, s)]dzds | w? (s)|ds 


或 b 
(1 — JA]? M?(b — ay) | lw? (s)|ds < 0. 


左边 第 一 个 因子 必 为 正 值 且 第 二 个 因子 不 为 负 , 故 必须 


b 
| lu^ (s)|ds — 0, 


. 42. 第 3 章 Fredholm RINER S HE 


从 而 
w(x) 三 0， 
BẸ 
$1 (z) = d» (z). 
于 是 得 到 定理 3.2.1. 
定理 3.2.1 Æ K(z,y), f (x) 是 相应 区 间 上 的 一 致 连续 函数 , 当 | 和 | < T 


M (b — a) 
时 , 逐次 逼近 的 近似 解 序列 是 一 致 收 和 敛 的 , 于 是 方程 (3.2.2) 有 形 如 (3.2.9) 的 解 , H 
这 个 解 是 唯一 的 . 
一 般 地 , 可 类 似 证 明 


b b pb b 
定理 3.2.2 若 | |K? callas<cu B?= | | |K? (2, s)|dzds, | |f (z)^|dz = 


D?, WŚ |A| < — 时 , 逐次 逼近 的 近似 解 序列 是 一 致 收敛 的 , 于 是 方程 (3.2.2) AW 
如 (3.2.9) 的 解 , 且 这 个 解 是 唯一 的 . 
若 在 级 数 (3.2.9) 中 取 有 限 项 , 如 取 至 和 的 n ARRAL, 不 难看 出 所 产生 的 
误差 不 超过 
pant Bn 


1—|IAB. 
如 果 设 
R(z, s; X) = 》 AF! KO? (z, s), (3.2.10) 
kl 
则 级 数 (3.2.9) 可 写 为 


b oo 
(x)= f (x) 十 | ` AF-1 KC) (z, s)f(s)ds 


“k=l 
b 
fr 3 R(z, s; A) f (s)ds, (3.2.11) 
函数 R(z, s; A) 称 为 方程 (3.2.2) 的 解 核 . 
定理 3.2.3 ”如 果 方 程 (3.2.2) 的 解 核 存 在 , 则 解 核 一 定 唯一 . 
证 明 ” 取 定 入 = Ao, 假设 方程 (3.2.2) 的 解 核 不 唯一 , 则 至 少 有 两 个 不 同 的 解 
Bi, WA Rai(z, s; Ao), Ra(z, si Ao), 它们 都 应 该 满足 (3.2.11) 且 由 解 的 存在 唯一 性 知 
b b 
f(x) 十 | Ril(z, s; Ao)f(s)ds = f(x) 十 | FR» (zx, s; Ao) f (s)ds. 


TE f 
| [Ri (x, S$) 和 0 ) s Ro (x, S; Xo)| f (s)ds = 0. 
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由 于 f(s) 的 任意 性 , 如 取 定 


f(s) = Ri (z, s; Ao) — Ra(z,s; ^o), 


则 有 ， 
| [Ri(z, s; Ao) — Ha(x, s; Ao)| ds = 0. 
于 是 
Ri (25 $; ^o) z R»(x, $; Ao) T 0, 
这 与 假设 矛盾 . 
BI 3.2.1 求解 积分 方程 
$ (x) — 0.5 [ rsó(s)ds = az (3.2.12) 
0 
的 解 . 
解 ” 此 时 a=0,5=1,|K(zx,s)|=|zs|<1. 取 M=1, 入 =0.5, 则 
1 
| 和 | < M(b — a) =l 
因此 方程 (3.2.12) 的 解 存在 且 唯 一 . 取 
$o(z) = 32, 


1 
0 


ġı (x)= z + a| Zsdo(s)ds = > 
1 2 
a(x) =z + 3i zsi(s)ds = n (s) T, 


故 由 (3.2.9) 式 知 


bzZ) = az 十 0.5 E G) z + 0.5? E al 


于 是 方程 (3.2.12) 的 解 为 
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的 近似 解 , 其 中 ， 


f -01B- E is = i 故 近似 解 序列 是 一 致 收敛 的 . 另外 D = 1 R 


其 仅 保留 前 3 项 的 近似 解 , 则 所 发 生 的 误差 小 于 


1 (0.1)? x 1/6 


-一 -一 一 一 一 一 六 0.0001, 
V3 1— 0.1/6 


131 101 r3 .4 
$2(7) =1+ 50007 — 2097 — 6000 + 34000 
即 取 近 似 解 $ (x) = $2 (£), 则 所 产生 误差 小 于 0.0001. 


f| 3.2.3 ”求解 积分 方程 


$ (x) — 3i Tsp (s)ds = f(x) (3.2.13) 
的 解 核 并 求解 . 
解 ”由 方程 的 核 知 
K (x, s) 2 K(z,s) = zs, 
KO (z,s)— [ K (x, t) K (t, s)dt = 325, 
0 

K™ (s, s) = (5) TS. 

所 以 解 核 为 


一 S ANSCS 375 
PE unde = 一 -— A| «3. 
R(x, s; À) 2, (x, s) "x 3 3—3 I 和 < 3 


于 是 由 (3.2.1) 得 方程 的 解 


1 


Ha) =f) *A| Ras Ads = f) | 


0 
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特别 取 f(x) = z 时 ， 


oo=1+A| e+oa=i+A(z+ 引 ， 


TONERS) (z +t) arre) dt 


=1+A (s+3) 十 入 (z+ 五 ) 
talo)=1+X| (0 [+a (2+5) 十 入 (t+ 5)|2 


| 2 T 2 13 9 
二 1 十 入 一 a = x imd z 
xs (2+3) +a (fz+3)+2 EHI 


由 (3.1.9) 得 近似 解 
~, 、 12(2 一 NM)z 十 8》 
plz) = 19 oN 


8) 3.2.5 求解 积分 方程 
由 Z) 一 1 十 入 | sin(x + t)ọ(t)dt. 
0 
解 k(x, t)= k(z,t) = sin(x +t), 
k?) (x,t) = [ sin(x + s)sin(s + t)ds 
0 
= > cos(x — t), 
k) (x,t) = - [ sin(x + s) cos(s — t)ds 
) mm 9 0 
2 
= (5) sin(x + t). 


类 似 地 ， 
k(9 (a, t) = (5) cos(x — t), 
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故 可 得 原 方程 的 解 


p(x) =1 + 2Acosz à ds (5) 


+ A^xsinz à s (2) » 二 ( 
" 4 (2A Ansin z) 
COS z + Ànsin sT 
paee a 
例 3.2.6 ”求解 积分 方程 


1 


(x) = f (x) + 3 Ze (t) dt. 


0 


R BT 

K) (z,t) 2 K (x,t) = ré, 

KO) (a, t) -| K (7z,s) KV? (s,t) ds = z, 
0 

(8,0)=| KaKO (s,0ds = ze 

0 

K® (x,t) 

故 可 得 


66) - f) «23 | 
M p| < B= [5 0:97 时 ,上述 级 数 收敛 . 从 而 
6) - (0)+| (Ex) dt 
= f (x) taf Geos 


-fot roa 


3.3 泛 函 修正 平均 法 Ta 


3.3 泛 函 修正 平均 法 


由 于 逐次 逼近 法 收敛 速度 缓慢 , 应 用 范围 不 够 广泛 . 因而 一 种 收敛 速度 较 快 , 应 
用 更 广 的 方法 一 修正 泛 函 解法 应 运 而 生 . 该 方法 的 优越 性 是 在 其 迭代 格式 中 添加 
一 个 所 谓 的 修正 泛 函 , 加 速 迭代 过 程 , 提高 收敛 速度 . 

例如 , 在 La fa, 空间 内 讨论 第 二 类 Fredholm 方程 


b 
$ (x) = f(x) 3 K (x,y)6 (y) dy, 


其 中 , K (x,y), f (zx) 都 是 平方 可 积 的 已 知 函 数 . 

所 谓 泛 函 修 正平 均 解 法 就 是 在 逐次 逼近 法 的 迭代 格式 中 添加 一 个 修正 泛 孙 an 

1 b 
Qn = | Ôn (x) dz, 

HH, ôn (x) =n (rz) ja 31(z),n- 1,2,---. 

下 面 说 明 其 迭代 的 具体 过 程 . 任 取 do (xz) € Lla, b] FATIME, RER 
格式 为 \ 

Pn (£) = f (zx) + | K (x,y) [6a 1 (y) + oan] dy. (3.3.1) 

该 迭代 格式 与 逐次 逼近 法 的 迭代 格式 比较 仅 是 右 端 积 分 号 下 方 插 号 内 多 了 一 项 修 
IE ER an. 

考虑 到 迭代 公式 (3.3.1), 修正 泛 函 

1 


b 
aur Jl Ôn (x) dx 


b 
= pou | 区 四 -sjldz 


b b 
- ial D K (z, y) [őn-1 (Y) — an-1 + an] Jc 


整理 得 A 
EN el | Ka a Ti eiiis didis (3.3.2) 
其 中 ， 
b rb 
C (A) = (b — a) — a| | K (x, y)dxdy. (3.3.3) 
38 ds E 


Qo = 0, 00 (x) = po (x) : 
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F an = 0, 则 迭代 格式 (3.3.1) MEZEM PRR, 即 逐 次 通 近 法 是 
泛 函 修正 平均 法 的 特殊 情况 . 
Bj 3.3.1 用 泛 函 修正 平均 解 求解 积分 方程 
p(z) = z;vz- ip | Vr Gr) (dy 
解 ” 取 方程 的 自由 项 为 零 次 近似 解 
Po (z) x s 


由 于 入 = =, 于 是 由 (3.3.3) 得 


1 pl 
C (和 A) 一 1 一 71 | Vr (y + 10) dzdy = 0.3. 
故 由 (3.3.2) 求 得 第 1 次 修正 值 


Li 4664 
CANC 1 dzdy = 
“= 0.3 al | z003 0)7 zs VJdzdy = 10125 


代入 (3.3.1), 可 得 方程 的 一 次 近似 解 


4664 


$1 (z) = EE 而 | aoro (v s 


dy zz 0.9843 7. 


于 是 
ó1 (x) = 91 (x) — po (z) = (0.9843 — -J VT % 0.6910 /7. 


代入 (3.3.2) 可 得 到 第 2 次 修正 值 


1 1 664 
dydz ~ 0.01 
a= 23 " [ VT (y + 10) (osetow- sors) ydz ~ 0.0103. 


代入 (3.3.1), 可 得 方程 的 二 次 近似 解 
hz (1) = A m + E [ Vz (y + 10) (0.9843. /y — 0.0103) dy = 0.9997 Vz. 
0 


依次 类 推 , 可 得 
62 (£) = 0.0154VZ， as = 1.5037 x 107^, 


从 而 方程 的 第 3 次 近似 解 为 


$3 (£) = <a 十 一 二 VT (y + 10) (0.9997Vy + 1.5037 x 1074) dy ~ 0.99995 vT. 
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对 于 上 述 例子 , 使 用 泛 函 修正 迭代 解法 , 第 二 次 的 近似 值 比 逐次 逼近 法 的 第 13 
次 近似 值 还 要 精确 , 相对 误差 只 有 0.0396, :从 而 也 大 大 减少 了 计算 量 , 第 3, 4 近似 
解 的 相对 误差 仅 为 0.005%, 即 第 3 次 比 第 2 次 近似 解 的 相对 误差 提高 了 5 fH. 

由 此 可 见 , 用 泛 函 修正 迭代 解法 , 得 到 的 加 (z) 序列 的 收敛 速度 较 之 通 近 解法 
要 快 得 多 , 精度 也 高 得 多 . 


3.4 Fredholm 积分 方程 退化 核 解法 


在 某 些 特殊 情况 下 , 线性 Fredholm 积分 方程 可 直接 化 为 等 价 的 线性 代数 方程 
组 . 例如 ， 
退化 核 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 


b 
idis | a ui. (3.4.1) 


其 中 , 核 
K (z, 5) = z) b; (s) (3.4.2) 


称 为 退化 核 
假设 aj (zx) ,bj (£) € Za[oa ERRA (a; (z)} G = 1 ,mn) 是 互相 线性 无 
XB, (5; (z)} (j = 1,… ,n) 也 是 互相 线性 无 关 的 . 否则 , 只 需 改变 (3.9.2) 式 的 项 
数 n. 因为 假如 有 常数 c1, C2, ,cn 使 cia, (x) + 0222 (£) + +- + Cnan (x) = 0,38 
al (Z) , a2 (Z) ,--- , a4 (x) 线性 相关 WAVE ci co,…cn 中 至 少 一 个 不 为 零 . 不 妨 设 
cn X 0, WA 
an (£) = cia1 (x) 十 … 十 cn_lan_1(Z)， 


将 其 代入 (3.4.2) 得 


K (2,9) = Y a; (2) b; (s) + Y ejas (2) bn (s) = Y a; 2) [bj (9) ej (9) 


j=1 
n—1l 
= Ya; G) (s) 
j=1 
于 是 核 K (zx, s) 就 可 表 成 少 于 nn 个 售 r 的 函数 与 含 y 的 函数 之 积 的 和 . 如 果 a; (x) 
或 b} (s)(j = 1,---,n — 1) 还 是 线性 相关 的 ， 就 还 可 以 再 减低 求 和 的 数目 等 . 
将 (3.4.2) 代入 (3.4.1) 得 


EXT f TOLL EO (3.4.3) 
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w b 
| b; (s)ġ (s)ds = Cj, j-—1l,.-,n, 
以 bi(z)(i = 1,--- ,n) 乘 以 方程 (3.4.3) 的 两 端 并 沿 [a,b] 积分 得 
C; ET E 2 一 1,2... ) 7 ， (3.4.4) 
j=1 
其 中 ， 


aij = [ aj (£) bi (z)dz, fi= [ f (z) b; (x) dz. 


于 是 (3.4.4) 构成 关于 未 知 数 C; = 1,… ,n) 的 线性 代数 方程 组 . 
当 且 仅 当 


] 一 入 Q11 一 入 Q12 — ÀQ1n 
—Àa21 ] 一 A22 — Àa2n 
D()eJI-AA| . | #0 
—Aanl —Aan2 1 一 Aann 


时 , 方程 组 (3.4.4) 的 解 存在 且 唯 一 , 其 中 , 矩阵 A = (ai), 了 为 单位 和 矩阵. DO) 称 
为 Fredholm 行列 式 . 
当 C; 确定 后 , 由 积分 方程 (3.4.3) 知 其 解 可 表 为 


$ (z) = f (z)- A5 Cjaj (z). (3.4.5) 


j=1 


事实 上 , 利用 Gramer 法 则 求解 (3.4.4), Fw 


0 —aı (x) 一 Q2 (x) —an (T) 
bi (t) ] 一 入 Q11 — Àa12 — Àd1n 
D (z, t, A) a : ; A ; 
bn (t) 一 Xanl — an2 1 一 ann 


则 


b b T 
662) = 16) gos | Dt 5 Ot f) «3| 7 EEN feat 


由 于 D()-2|I—AA| 是 一 个 n 次 多 项 式 , 由 代数 基本 定理 知 , 最 多 只 有 入 的 
n 个 值 满足 D(A) = 0, 即 最 多 只 有 入 的 ”个 值 使 得 方程 (3.4.4) 进而 方程 (3.4.3) 
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没有 唯一 解 , 即 或 无 解 , 或 有 无 穷 多 个 解 . 将 这 些 和 的 值 称 为 积分 方程 的 特征 值 , 与 
它 对 应 的 齐 次 积分 方程 的 任何 一 个 非 平凡 解 就 是 积分 方程 的 特征 函数 . 

在 这 种 情况 下 , 考虑 与 方程 (3.4.3) AERAR AN E 
n SEEEN b č 
v (z)—A ` b; (x) | a; (s)V (s) ds = 0. (3.4.6) 
j=1 2 
类 似 地 , 该 方程 可 化 为 n 阶 线性 代数 方程 组 


wi- ÀX ajw;-0, i-12.-,n, (3.4.7) 


其 中 ， 


方程 组 (3.4.7) 除 平凡 解 外 , Y (z) = 入 Yeh (z) 也 是 其 一 个 解 . 
根据 Fredholm 选择 定理 , 方程 (3.44) 仅 对 满足 


y fi -0 (3.4.8) 
1—l 


考虑 内 积 


b 
(fb) “| HOr 


n b n 
rds = AY 可 | f(E); (ds =A J fi 
7 二 1 j 


根据 (3.4.8), 
(f, y) =0. (3.4.9) 


当 D(A) 2 |I — AA| = 0 时 , 方程 (3.4.4) 仅 对 满足 (3.4.9) 的 f (x) 才 有 (不 唯一 ) 
dá Bi 3.4.1 求解 积分 方程 : 
ó (x) — 3 (x 4- t) 9 (£) dt = f (). (3.4.10) 
解 ” 其 解 具 有 以 下 形式 : 


$ (rz) — f(r)+A(Cir+ C3), (3.4.11) 
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将 其 代入 原 方程 得 关于 未 知 系数 Ci, C2 的 线性 方程 组 


(3.4.12) 
一 一 1 + (i 一 z) C2 = fo 
其 中 ， 1 1 
fi = | fdt, fo = | tf (t)dt. 
方程 组 的 系数 行列 式 
可 得 
和 A=-6+4V3, 392 —6-AV3 
使 得 D(A) =0 
当 入 尖 A, Aà 时 , 方程 (3.4.10) 有 唯一 解 
8 一 人 二 人 | dt 
当 入 = à = —6 + 4V3 时 , (3.4.12) 化 为 
E Ci = C2 = fı, 
(4 - 2V3) Ci + (6 - 4/3)C» = f (8:413) 
(4 = 24/3) Cı + (6 — 4V3)C2 一 —43 f»; 
3M 所 = 一 V3fo, 即 
| f(t)dt = -v5| tf (t)dt. (3.4.14) 
0 0 


于 是 由 (3.4.13) 的 第 一 式 可 知 


2 4- 3 


1 
C; = V3C2 + ^ | f(t)dt. 
0 


故 由 (3.4.11) 得 到 
p(x) 一 4(V3z 十 1) 十 Flz) 十 ZV3 | f(t)dt, 


其 中 , A = 2(-3-- 2/3)C» 为 任意 常数 . 
如 果 (3.4.14) 不 成 立 , 则 原 方程 无 解 . 
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类 似 地 , 当 入 = Xi = —6 — 4V3 时 , 如 果 满 足 条 件 fi = V3. BI 
| roa=v5[ urat (3.4.15) 
0 0 


于 是 可 得 
C, = 一 V3C? + 


A | f(t)dt. 


故 由 (3.4.11) 得 到 ， 
gtz) = B(1— V3z) + f(z) - 2V3 | f (tdt, 


HP, B —2(-3-2/3)C? 为 任意 常数 . 
如 果 (3.4.15) 不 成 立 , 则 原 方程 无 解 . 
例 3.4.2 ”求解 积分 方程 


1 
$(x)--—A | (z^s + 15^) 9 (s) ds + f (x). (3.4.16) 
解 ” 原 方程 可 变 为 
(x) = —A G | sp(s)ds+Zz | s^ (s) às) t f (x). (3.4.17) 
w 1 
| só(s)ds—- Ci, i-1,2, 
0 
则 
o (x) = f (x) — C1Az? — C3Aa. (3.4.18) 
将 其 代入 (3.417) 得 
| 8- exe 302 = C, 
bo 一 50! 一 Žo, = C» 
其 中 ， 
bi -| s'f(s)ds, i=1,2 
整理 得 


(3.4.19) 
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系数 行列 式 
A 
| Ws 
D(4)— 4 


十 
入 
5 
当 D(A) z 0 f, HFE (3.4.16) 有 唯一 解 (3.4.18), 其 中 , C3, C2 可 由 (3.4.19) 求 
得 ; 
24 D (和) = 0 时 , 有 两 个 特征 根 和 = 60 土 16V15. 于 是 齐 次 积分 方程 


$ (x) 十 af (z^s rs?) (s)ds=0 


有 非 平 凡 解 , 所 有 解 可 表 为 


$(x)-—C (zs x") l 
其 中 , C 为 任意 常数 . 
例 3.4.3 ”讨论 方程 
2T 
$ (x) — | sin z costó (t)dt = f (x). (3.4.20) 


B 设 C= i $ (t) costdt, 则 有 
0 
(x)= f (x) - AC sinz. (3.4.21) 


在 (3.4.21) AmA coss HÀ 0 至 2x 取 积 分 , 则 有 


2X 


2X 2X 
| $ (x) cos zdz = | f (£) cos zdz + AC | sin x cos zdz, 
0 0 0 


2x 
( | f (x) cos zdz. 

0 

于 是 : 
$(x)-— f(x) 3 sin x cost f (t)dt, 
0 
并 由 此 知 方程 (3.4.21) 对 一 切 A 值 都 可 解 . 
例 3.4.4 ”求解 积分 方程 


d(x)—A ins [ sin xyp(y)dy + 2nz^ [ sin ?ayé dy 2103 
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HS w 
C; = | sinxyp(y)dy, C2 = | sin 2xy9(y)dy, 
0 0 
1 1 
h- | sinxyf(y)dy, fo2 = | sin 2ny f (y)dy. 
原 方程 两 边 分 别 乘 以 sin xx, sin 2rz, 积分 后 得 方程 组 
(1 一 入 )C1 一 2 ( Em $) 入 Co x Íi; 


入 
z^ 十 (1 十 和 )C2 = f, 


其 系数 行列 式 DO) = 1- S. 
M AZ £T 时 , 上 述 方 程 组 有 唯一 解 


p(z) = f(x) + AnCiz + 21Coz*, 


其 中 ， 
(1+ A) f - 2 [1 — 4/n?| Mfo 
0 dA» o^ 
C, = -A/2fi + (1 — A) f2 
= 1 一 4X2/r2 ` 


MA > 时 , ABRI UU TEA 


得 
a = 26, 2- -(1-2)6 

其 中 , C 为 任意 常数 . 

此 时 可 解 条 件 是 

fisi 十 f2$2 = 0, 
即 
hi1 - (17 5) 5-9 

由 
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Es 


c ht2 (1 — 4/n*) r/2C2? 
m 1 — x/2 ' 
TERIERA E 


rfi 
] — x/2 


p(x) = f(x) + E | 一 2 ( 十 3 Cz + 2d | 


M A- -5 时 , 可 类 似 地 讨论 . 


3.5 ”退化 核 近似 代 巷 法 


由 上 节 知 , 求解 退化 核 的 积分 方程 可 以 转化 为 求解 线性 代数 方程 组 . 本 节 将 讨 
论 用 退化 核 近 似 代替 任意 核 , 把 求解 一 般 情 况 的 Fredholm 方程 转化 为 求解 退化 核 
的 积分 方程 . 

考虑 具有 任意 核 的 第 二 类 Fredholm 方程 


b 
ó(z) 一 入 | K (z,t)0 (t) dt + f(t). (3.5.1) 


把 已 知 的 任意 核 K (x,t) 用 与 它 接近 的 退化 核 L(z,t) RE, 再 把 代 符 后 的 退化 核 
方程 


b 
pe | L (z, t) (t) dt + f (2) (3.5.2) 


的 解 o (c) 作 原 方程 (3.5.1) 的 近似 解 . 

通常 情况 下 , 这 种 代替 必然 引起 解 的 误差 . 下 面 给 出 用 退化 核 代替 已 知 任意 核 
所 引起 解 的 误差 的 估计 . 

定理 3.5.1 WO T E K (x,t),L(z,t) 有 


f |K (x,t) — L (z,t)| dt < h, 
而 对 于 以 L (az, t) 为 核 的 方程 的 解 核 Rz (z,t; X) 成 立 
[ [RL (x,t; Mldt < R. 


AUR h 取得 足够 小 , 总 可 以 使 不 等 式 


1—|Ah(1+|AR)>0 (3.5.3) 
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成 立 , 则 方程 (3.5.1) 的 解 o (x) 与 方程 (3.5.2) 的 解 $ (z) 的 差 的 绝对 值 满足 


FJA |A| R)^ h 


其 中 , F 是 |f (z)| 的 一 个 上 界 
证 明 设 suplb(zl = M, 由 (3.5.1) All 
b 
$ (x) 一 | L (2,t)9 (t) dt 
b j b 
=a | K (x,t) (t) dt + f (x) — | L (z,t)9 (t) dt 
b 
=a | [K (x,t) — L (z,t)|ó (t) dt + f (x). 
w b 
f'() -| IK (t) -Loo dt + f 2), 
则 上 式 可 写 为 : 
ibid | L (z,t)ó (t) dt + f* (a), (3.5.5) 
而 b 
|f (z)| < |f (x)| + Al |K (z, t) — L(z,t)||ó(t)|dt < F + MIAR. 
退化 核 方程 (3.5.5) 的 解 可 用 解 核 RL (x,t; 入) 表示 
b 
à (2) 5 f* (3) & | Ri (x,t; A) f* (0 dt. 
TÆ 
b 
GJ = |F (E) +A | Ri (53) (Oat 
<F+MJAlh +A R[F +M |A A]. 
因此 
M«F-c-MI|Ah-|A| R[F 4- M|A| hj. 
故 如 果 h 取得 足够 小 , 使 得 不 等 式 (3.5.3) 成 立 , 则 有 
Me. er ADS (3.5.6) 


1 — h JAM |A| h)' 
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即 方程 (3.5.1) 的 所 有 解 都 是 有 界 的 . 
W (x) — $ (x) = v (x), 把 (3.5.5) 与 (3.5.2) 两 端 分 别 相 减 , 就 得 到 v (x) 满足 
的 退化 核 方 程 
$6) -A| D(z, y(t) dt = f* (2) = f (2): (3.5.7) 
因为 


b 
Feros | IK (z,t) — L (z,0)] ¢ (Dàt| < |A| Mh, 


退化 核 方程 (3.5.7) 的 解 可 写 为 
b 
pla) = (2) - £6) € A| Re G8) f* 2) f (oat 
所 以 


b 
W (x) = |f* (x) - f (£) +A | Ry, (2, t; X) [f* (z) — f (z))dt 


< JAI Mh + |A| R(IA| Mh) = |A| Mh (1 + |A| R). 


考虑 到 不 等 式 (3.5.6), 便 可 推出 估计 式 (3.5.4). 
有 时 用 另 一 种 误差 估计 更 为 方便 . 设 


K (x,t) = L (x,t) + y (zt), 


HP, L (x,t) 为 退化 核 , 而 y(r, t) 按 某 种 度量 有 较 小 的 范 数 ; 设 K (x,t), L (x, t) 的 
解 核 分 别 为 Rk (x,t), RL (x,t), 相应 的 算 子 范 数 分 别 为 Rgl, || Rz |]; y (2, t) 对 应 
的 算 子 范 数 为 [D], 此 时 有 


lé - é| < rl ce Lael G+ RD AI 
一 般 情况 下 , 核 K (v, t) 的 解 核 Rk (x,t; A) 的 范 数 成 立 以 下 佑 计 : 


IK| 
1 = JANKI) 


而 K (z,t) 的 范 数 由 函数 空间 来 决定 , 如 对 连续 函数 空间 C [a,b] 


| Rl < 


arb 


||| ^ max |f (z)|. 


arb 


b 
IKII = max, | IK (s, dt 
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对 于 平方 可 积 函 数 空间 Lo [a,b] 


IKI = i [ K? (x,t) = 7 
IfI = | [ f? 2 B 


对 于 退化 核 L (x,t) = y a; (x) b; (t), E 


b 
| bi (t) a; (t) dt = aij, 136 1.2,994 05 


由 上 节 的 讨论 , 就 有 indi 
D (x,t; 
RL (x,t; A) = D (X) ) 
其 中 ， 
0 一 Q1 (x) —an (n) 
bi (t) ] — A211 — Àa1n 
D (x,t; 4) = ; 
bn (t) 一 入 Q71 ] 一 AQnn 
] — A211 — A212 — Àa1n 
— A021 ] 一 A22 — Àa2n 
D (A) = ! | 
— Àani — Àam2 ] 一 AGnn 


D (4) = 0 的 根 是 核 L (z,t) 的 特征 值 . 
例 3.5.1 求 积 分 方程 


6G) = | 


的 近似 解 , 并 估计 误差 
解 ” 用 退化 核 1 - 二 (泰勒 展 式 的 前 二 项 ) E cos (zt), 然后 解 方程 


$ (£) = [ 0 z ZSO dt + f (x). (3.5.9) 


cos (xt)9 (t) dt + f (x) (3.5.8) 


0 


上 述 退 化 核 方程 的 解 可 设 为 


$ (£) = cl + c22? + f (z). (3.5.10) 
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记 
| f (t)dt = fo, | t? f (t) dt = f», (3.5.11) 
0 0 


将 (3.5.10) RA (3.5.9) 得 关于 c, cz 的 代数 方程 组 


1 
人 2 fo, 


1 321 
一 C1 十 一 一 Cc2 二 一 fo. 


24 ^ — 160 

解 之 得 
_ 2889fo—60f,  — ^ — (60fo-- 720f2) 
UCVCOUT ANS O9 Cem 1447 | 


于 是 得 其 近似 解 
(3.5.12) 


: 2889fo — 60fo  60fo +720 
Bo) = o -Oh ht a f (0). 
$ 1444 


i 242 
cos (zt) 一 ( 一 22 


j 


因此 可 取 h = 2 x 1075, 由 (3.5.11), (3.5.12) 得 


m 


$ (2) 
同时 , 因为 解 $(z) 也 可 以 用 其 解 核 表示 为 
(a) 2 A | Ry (2,t; NF (t) dt + f (2). 


1 fê 
-—— | (2889 — 602^ — 60t^ — T20z?t^) f (t)at + f (z). 
1447 Jo 


A-1, 故 
1 2 2 242 
Rz (x,t; 1) ET (2889 — 60x? — 60t? — 720z^t^) 


1 

1 

2 1 2889 — 60z? 20+ 2407r? 
t; 1)| dt = — | = - —— | <1, 
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因而 可 取 R= 1, 从 而 
1 - |JAA(1]AR])) 21—2x 107? (1 二 Is1. 


T" 2x10 ?(14-1 
(a) -$(9| < F5 D 


—2 x 10-5 (1-- 1) 
其 中 ,FF 为 |f (z)| 的 一 个 上 界 . 
例 3.5.2 求 积 分 方程 


«9x10 ?F, 


1 
$(x)-— | [1 — x cos (xt)]| ọ (t)dt + sin x 
的 近似 解 . 
解 ” 把 核 KK (zx,t) = 1 一 zcos (at) 展 为 级 数 


Tt?  g?t^ 


W L(z,:) -1— o EE 作为 近似 退化 核 . 解 近 似 方程 


1 
io [ (1-5 Zins 


可 取 解 的 形式 为 
$ (x) = sin z + cı (1 — x) + C22, 
1 1 
HP, cl = | $ (t)dt, c2 = | t*¢ (t)dt. 
0 0 
待定 系数 c, cz 可 由 方程 组 


] 
一 Cl 一 —C = 1 — cos 1, 


2 4 
11 1 

T34 T 12€ = sin | — 1 + z Cos ] 

确定 , 求解 得 到 
cı = 1.00285, cz = 0.16742. 
于 是 
$ (zx) = 1.00285 (1 — x) + 0.16742z2 + sin z, 

而 实际 上 原 方 程 的 精确 解 为 


pb (x) 5 1. 
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以 下 在 L 空间 中 估计 lo- Bl 的 误差 . 此 时 


1 /fir Eis 1 1 
I|zx-— rotsdzdt 5 < 一 一 ， 
I a (hl 72VIT “< 238 


1/2 
IKI| < Ul [1 — z cos (zt)] dzat) 


1 v g 
EEE E, Mr 


16 6 
1 1/2 - 
2 = 2 3 
f US rdz = LR 
因为 二 1 于 是 
IKI 3 
Ex < T————u—WXa 
Kl S TED < 2 
I 3 
Rrll < 一 一 一 一 < 一; 
Hu S LT NI T 2 
m 


lé - à| < irl a Re) (+ Ro Uf 


1 3 3\ 3 
— [14 25][14 212 «0.016. 
<z >) (1 5) 3 <0016 


例 3.5.3 求 积分 方程 
m | z(e* — 1)ó (£)dt 


的 近似 解 . 
解 ” 对 于 核 K (x,t) = z(e? — 1), W 
rt rit’ 
L (x, DE 
作为 近似 退化 核 . 
解 近 似 方 程 
1 T2 rB- 
$e) c e -s- [| (Pre H ) 
可 取 解 的 形式 为 


-— 


d (x) = e — x + cix? + coa? + caz*, 


3.5 ”退化 核 近 似 代替 法 . 63 . 


其 中 ， C1, C2, C3 是 待定 系数 ， 可 由 方程 组 


a PE 人 
pete tT - 


TERRE RR 
EDT NR E 5 


确定 , 求解 得 到 
cl = —0.5010, c= —0.1671, c3 = —0.0423. 


于 是 
$ (x) = e? — z — 0.50102? — 0.1671z? — 0.0423z4, 


而 实际 上 原 方程 的 精确 解 为 
$ (x) - 1. 


列表 比较 近似 解 (x) 和 精确 解 $ (z) TE x = 0, 0.5, 1 的 值 见 表 3.2. 
表 3.2 ”近似 解 Bp(z) 和 精确 解 p(z) 在 z = 0，0.5，1 处 值 的 对 照 


T 0 0.5 1 
$(z) 1.0000 1.0000 1.0080 
$ (x) 1.0000 1.0000 1.0000 


通常 要 用 退化 核 近似 代替 任意 核 , 可 以 采用 多 种 方法 . 例如 ， 
(1) 将 K (x,t) 展 为 Fourier 余弦 重 级 数 


S Aix COS COS 
b b—a 
i,k-—0 
对 其 部 分 和 引用 下 述 记 号 : 
> Aix COS ilias COS m — P(z,t), 
Pro b—a b—a 


K (z,t) — P(z,t) = K(z,t). 
于 是 原 方程 可 写成 


b b 
=A | a t)ó(t)dt — f(z) 4 | P(x, t)ó(t)dt. (3.5.13) 
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(3.5.13) 的 右边 暂时 认为 是 已 知 函数 . 于 是 方程 (3.5.13) 便 成 为 以 K(x, t) 为 核 的 积 
分 方程, 它 的 参数 是 A 且 以 


b 
ee | P(z, t)ó(t)dt 


作为 自由 项 . 于 是 方程 (3.5.13) 便 是 核 绝对 值 充分 小 的 积分 方程 . 这 是 因为 当 n 
分 大 时 , RI (nt) 的 绝对 值 可 充分 小 , 且 可 选择 充分 大 的 n, 使 B2 < -一 ,其 中 ， 


A 
b rb 
»- jj 


É(z, t)| dzat. 因此 , 方程 (3.5.13) 可 用 逐次 逼近 法 求解 , 且 存 在 着 解 核 


R(z,t, A) = ` Am-1 fm) (x,t), 


m-—i 


则 其 解 可 与 为 


b b 
$(z) — f(x) - À | p(z,t)é(t)dt + | R(z, 5; X) 


b 
f(s) 十 | P Dd ds. 


再 引用 记号 
f(z) + a| Ř(æ,t; A) (t) dt = F(z), 


~ 
Cd 


P(z,t) + af R(x, s; A)P(s,t)ds = K (z, t), 


于 是 最 后 方程 有 形式 


"~ 
— 


p(z) — a| K (z,t)ó(t)dt = F(z). (3.5.14) 


TEKE K(x, t) 是 退化 核 . 三 角 多 项 式 P(z,t) 可 用 下 式 来 表示 : 


NT 


Ptt) = Y cos - :bi(t), 
i=1 


其 中 ， 
b; (t) = >, Aik COS M. s 
其 次 


b n b 
: - iTS 
| R(x, s; A)P(s,t)ds = 3 bi(t) | R(x, s; A) cos = ds. 
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引用 记号 | | 
ai(Z) = cos i P ds, 


EM [ R(x, s; A) cos 
则 核 
K (z,t) = > ai(7)bi(t) 


i=1 
是 一 个 退化 核 , 由 3.1 节 中 的 方法 , 可 将 积分 方程 转化 为 线性 代数 方程 组 . 
(2) 可 将 任意 核 K(x,t) 展 为 关于 La(a, b) 中 任意 完备 的 标准 正 交 函数 系 (u;(z)) 
的 Fourier 级 数 , 可 罗列 几 条 如 下 : 
(i) 设 序列 (u;(z)) 是 在 Lo(a,b) 中 的 正 交 完备 系 , 于 是 核 K(x,t) 可 以 展 为 平 
JJ SH: Fourier 级 数 


K (z,t) = ER Aij ui (z)u;(t), 


其 中 ， a 
Ai; = | | K(x, t)ü;(z)ü;(t)dzdt. 
当 n 足够 大 时 , 可 以 取 
L(x,t)= 》 Aijui(z)uj(t) 


近似 代替 K (m, t). 
(ii) 还 可 展 为 
K (z, t) = ` B;ju;(£)ū; (t), 


其 中 ， 
b rb 
Bi; a] | K (z, t)u;(x)u; (t)dzdt. 
此 时 , 34 n 足够 大 时 可 取 
L(z,t) = X Baui(z)u;(t) 


i,j=1 


近似 代替 K(x, t). 
Gii) 设 序列 fui(z)} 及 {vi(7)} 在 Lala, b) 中 完备 不 一 定 正 交 . 此 时 可 取 


L(z, t) 一 ` Aijui(x)v; (t) 


5,—1 
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来 近似 代替 KC (a, t). 而 系数 Au; 这 样 来 选取 , 使 得 
b rb 
| | |K (z, t) — L(z,t)|^dzdt = min. 
于 是 A; 可 以 通过 解 下 列 方程 组 得 到 : 


b rb 
2 Aj [i us(z yi (z)dz [ vi (tT! (£)dt «| | K (2, tyü;(2)9; (t) dzdt. 
例如 , Æ {wi(z)} (i = 1,2,…) Æ La(a,b) 中 完备 但 不 正 交 ,此 时 ui(x)u;(t) 在 
L(a, b; a,b) 完备 但 不 正 交 , 可 以 取 
L(z,t) = k» Aij ui(z)u;(t), 
Ai; 可 由 下 列 方程 组 : 
n b b b rb 
> A | uil Y OT | need = | | K (2, tü;(z)ü;(t)dzdt 
完全 确定 , 也 可 取 
L(z,t) = X Biui(z)u;(t), 


i,j=1 


Bi 由 下 列 方 程 组 确定 : 


> Bj [ ui(z)u;(z)dzx I u;(t)u;(t)dt = [ [ K(x, t)u; (z)u;(t)dzdt. 


总 之 , 应 用 任何 一 个 方法 , 将 一 般 的 Fredhlom 方程 的 核 分 解 成 两 个 核 的 和 
K(z,t) = P(z,t) + K(z,t), 


其 中 , 第 1 个 核 具 有 退化 核 的 特征 , 而 第 2 个 核 适合 下 面 的 不 等 式 : 


^ 


j b rb " 2 1 
B -| | (st) dadt < 5, 


则 可 将 一 般 Fredhlom 方程 转化 为 具有 退化 核 的 方程 . 
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3.06 ”待定 系数 法 
考虑 第 二 类 Fredholm 积分 方程 


(x) = 13 k(x, t)ó(t)dt + f (x). (3.6.1) 
所 谓 的 待定 系数 法 就 是 将 未 知 函 数 (m) RAFA: 
$ (z) = > aux (T), (3.6.2) 
其 中 , u(x), uz(z),--- us (m ——" 
将 (3.6.2) 代入 (3.6.1) d 得 
2 ayuk(z) — A Y ak [ k(z,t)ux(t)dt — f(x) = 0, (3.6.3) 


求 出 系数 ar 后 , 再 由 (3.6.2) 即 可 求 出 原 方程 的 解 . 
3.6.1 ”配置 法 
选择 10, £1, ,zn 使 (3.6.3) 左 端正 好 为 0, 即 在 [a,b| 上 适当 选取 


使 
» akuK 人 (£j) -aX af x (zj, t)ug(t)dt — f(x;) = 0. 
k=1 
解 该 方程 组 可 求 出 ar, 这 样 可 求 出 近似 解 p(z). 这 种 方法 称 为 配置 法 (MA). 
例 3.6.1 利用 配 位 法 求解 积分 方程 
(z) = | k(x,t) p(t)dt+z, 


|j z(1-t), c&t, 
AS Ms | t(1—2z), Zz>t. 
R B u =1,u2 = 7,us = r°, X 


p(z) = al + a27 + aaz^^, 
则 得 3 个 方程 


f k(x, t)uı(t)dt = 
0 
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取 配 置 皮 zl = 0, x2 = 5,23 = 1 代入 原 方程 得 关于 a1, az,as 的 线性 代数 方程 


1 
2 
组 


Qj = 0, 


CW r 一 > 
8 .'16^ 192^ 2 


aj +a2 +03 — 1, 


解 该 方程 组 得 a, = 0,as = 1.2791, a3 = —0.2791. 故 


(x) = 1.2791x — 0.2791 x°. 


而 精确 解 为 | 
sın T 
dus Rim 
A 3.3 ” 例 :3.6.1 中 积分 方程 近似 解 与 精确 解 比较 
T 0 0.25 0.5 0.75 1 
近似 解 0 0.3023 0.5607 0.8073 1 
精确 解 0 0.2940 0.5698 0.8101 1 


例 3.6.2 ”利用 配 位 法 求解 积分 方程 
Be | zetp(t)dt. 


0 
BE ”该 方程 是 例 3.2.6 的 特殊 情况 . 此 时 f(z) = e7, 入 = 一 1, 所 以 立即 得 到 
该 方程 精确 解 为 


取 ui = l, u2 = TZ, U3 = z^, W 
p(x) = aı 十 Q27 + azz? 


取 配置 点 z1 = 0,22 = 2,25 = 1 代入 原 方程 得 关于 a, oz,os 的 线性 代数 方程 组 


aj = 1, 


1 1 1 
Q1 十 202 十 123 —-e V2. j(a1e — 01 + 25 + aae — 203), 


Q1 + az + a3 = 1 = e^! — (aje — a1 + az + aae — 2a). 
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解 该 方程 组 得 a1 = 0, as = —1.480,a3 = 0.355. 
TÀI 7j fO Vr fe Jy 
p(x) = 1 — 1.48x + 0.355z?. 


表 3.4 ij 3.6.2 中 积分 方程 近似 解 与 精确 解 比较 


£ 0 0.25 0.5 0.75 1 
近似 解 1 0.6522 0.3487 0.0896 —0.1251 
精确 解 1 0.6538 0.3565 0.0974 —0.1351 


3.6.2 j$BEGE 

第 量 法 义 称 为 Galerkin JEJIT2Z SL TV ER KGE. 

设 ulz), U2(7T),… ,Un(7),… 为 Lala, bh) 内 完备 的 标准 正 交 函数 系 . 它们 与 
$0) (x) 作 内 积 , BH 

b 
($9 (2), us(z)) =A (| k(z, t)? oatu) + (F(z), ux(2)), 

然后 求解 满足 条 件 的 方程 组 以 确定 QU? (a). 

例 3.6.3 求解 积分 方程 


(z) = | Ztb(t)dt + z. 


; 3r? 一 1 
解 选取 wz) = buz(z) = mus(z) = 一 一 ,，…, 仅 取 ge) 展 式 的 前 3 项 
32? —1 
plz) = 01 + QoT 十 ues 
则 
2. 1 2 _ 
ai tagt SCEI Ls | nt (an + a22 + oa E) at= s E, 
—1 


上 式 两 端 乘 以 1 zx 97 —1 并 关于 z 在 [1,1] 上 积分 , 得 到 


2 
Qj =Q, 
222,5, 
ge ug euge 
Q3 = 0, 


E} ai = 0, a2 = 3,a3 = 0, 所 以 最 后 得 到 
p(x) = 3a. 
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3.7 对称 核 积分 方程 


上 两 节 研 究 了 具有 特殊 核 一 退化 核 的 Fredholm 积分 方程 的 解法 及 退化 核 近 
似 代替 解法 , 本 节 研 究 男 一 类 重要 的 具有 特殊 性 质 , 即 对 称 性 , 核 的 Fredholm 积分 
方程 的 解法 . 一 般 情 况 下 , 在 数学 领域 通常 目的 是 尽量 去 掉 许 多 限制 将 其 推广 到 更 
为 广泛 的 情况 ; 另 一 方面 , 对 称 核 积分 方程 是 许多 实际 问题 , 尤其 是 数学 物理 中 向 
见 的 一 种 积分 方程 , 对 称 核 积分 方程 方面 的 主要 贡献 来 日 于 德国 科学 家 D. Hilbert 
和 E. Schmidt. 


3.7.1 ”对称 核 及 其 性 质 
一 个 核 K (x,t) 称 为 对 称 核 , 如 果 满 足 


K (x,t) = K (t,2,), (3.7.1) 


其 中 , K (t,x) Æ K (t,x) HHE. 
A4 K (x,t) 是 实 核 时 , (3.7.1) 变 为 


Ki -mkRg m. (3.7.2) 


34 K (x,t) 是 复核 时 , 也 称 为 Hermite fX. 
定理 3.7.1 ”如果 K (zx,t) 是 对 称 核 , 则 其 登 核 也 是 对 称 的 . 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 , 由 于 


ke (2,0) Se f K (x, s) K (s, t) ds = [ K (s,x) - K (t, s)ds 


a 


一 f K (s, x) K (t, s)ds = KP” (m. 
同样 地 , 如 果 K (x,t) 是 对 称 的 , 则 由 于 


b b 
KV (x,t) = | K (x, s) KV) (s,t) ds = | K (s, xz) - K(? (t, s)ds 


a a 


b — ES 
- | K, (ts) K (s,z)ds = KD (tz) 


证 毕 . 
对 称 核 K (x,t) 的 迹 K (z,z) 一定 是 实 核 , 这 是 因为 当 K (zx, zx) = K (z,v) 时 ， 
K (z,z) 的 虚 部 系数 一 定 为 零 . 
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类 似 地 , SEE K (x,t) 的 迹 KC (v, v) 也 一 定 是 实 核 . 通常 称 
A [ K™ (x, z)dx ' (3.7.3) 


AVE K(z,t) 的 n 次 迹 . 
对 称 核 积分 方程 的 主要 解法 是 Hilbert-Schmidt 方法 , 其 基本 思想 是 通过 将 对 
称 核 表示 为 对 应 齐 次 方程 特征 函数 的 级 数 来 求解 . 


3.7.2 ”对 称 核 方程 的 特征 值 、 特征 函数 及 其 性 质 
首先 考虑 对 称 核 方程 , 即 第 二 类 Fredholm 方程 


b 
TT TT EN | K(z,t)é(tdt, K(z,t) — K(tz) (3.7.4) 


的 齐 次 方程 


b 
dide | K(z,t)ó(t)dt, K(z,t)  K(tz). (3.7.5) 
这 里 为 了 证 明 叙 述 的 简单 , 假设 核 K(z,t) 是 在 a < z,t <b 上 连续 的 实 函 数 的 情 
Di. 
对 称 核 方程 (3.7.5) 的 特征 值 与 特征 函数 有 下 列 几 个 重要 性 质 : 
定理 3.7.2 “” 若 齐 次 对 称 核 方程 (3.7.5) 的 核 连续 且 不 恒 等 于 零 , 则 它 至 少 具 
有 一 个 特征 值 . 
证 明 ”该 定理 首先 是 由 Hilbert 证 明 的 , 这 里 给 出 的 是 Kneser 的 证 明 . 
如 果 能 够 证 明 解 核 级 数 


R (z,t, A) 2 KO) (z,t) + KO (z,t) A+ KO) (x,t) AX +- (3.7.6) 


不 是 对 和 的 所 有 值 一 致 收敛 , 就 可 得 出 对 称 核 方程 (3.7.5) 至 少 有 一 个 特征 值 的 结 
论 . 

用 反 证 法 . 设 对 任 给 的 A, 级 数 (3.7.7) 在 0 < z,t < 上 一 致 收敛 , 则 对 入 的 
MAH, 级 数 


KO (zo, x) A 4- KO (x, x) A2 +- (3.7.7) 
在 a z<b 上 一 致 收敛 . 由 于 每 项 都 是 连续 的 , 所 以 可 逐 项 积分 得 


其 中 , A, 为 如 (3.7.3) 定义 的 k(x, t) 的 n 次 迹 . 于 是 得 关于 入 BIRZOR (3.7.8) 28 
对 收敛 , 因此 它 的 部 分 项 组 成 的 级 数 


42> 和 十 A423? 十 AgA? T: (3.7.9) 
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对 入 的 所 有 值 收敛 . 
由 于 K(x,t) 的 对 称 性 , 此 时 K(z,t) 的 m+n REIZ 


b 
Km) (s t) = | KV (z, u) KM (u, t)du, (3.7.10) 
K (z,t) B] m+n REX 
b pb 
Adm -| | KC) (x,u) KW™ (u, t)dudz. (3.7.11) 
特别 地 , 34 m 取 n RF, 
b pb 
Aon = | | Ls (a, "n duda. (3.7.12) 
W p,q 为 任意 实 参 数 , 则 成 立 
b pb 
| | [pK tt (x,u) n qK C7" (s u)|" dudz 2 0, (3.7.13) 


即 
D^ Àon42 十 2pq A2, 十 q* À2s—2 2 Q0. (3.7.14) 


EREA p,q 的 正定 二 次 型 , 所 以 
A2n4242n—2 .0 (3.7.15) 


由 Km (z,t) 的 对 称 性 及 (3.7.12) 知 K(z,t) 的 偶 次 迹 An, Aon-2 JEZ, EH 
(3.7.15) 得 


42 12 Aon 
> ——. 3.7.16 
Aon A»2n—2 ) 


于 是 级 数 (3.7.9) 相 邻 两 项 之 比 为 人 由 (3.7.16) 可 知 TN > 44X2, 令 


A3 
ke A 可 知 级 数 (3.7.9) 发 散 , 矛盾 . 定理 证 毕 . 


推论 3.7.1 ”在 定理 3.7.2 的 条 件 下 , 方程 (3.7.5) 的 特征 值 A 满足 [A] < /至 

对 于 非 对 称 核 方程 有 可 能 没有 特征 值 . | 

定理 3.7.3 ”对称 核 齐 次 方程 (3.7.5) 的 不 同 特征 值 Ius (An £ àm) 所 分 
别 对 应 的 特征 函数 o, (1) 和 o, (x) 在 [a,b] 正 交 , 即 


b 
| s 0) om (2)dz — 0, An EX. (3.717) 


3.7 “对 称 核 积分 方程 xo p 


证 明 ”由 3.2 节 知 , EZ; RE (3.7.5) 的 特征 值 为 X 特征 函数 为 on (x), 则 
Pn (£) = Aq | K(z,t)ós (t)dt, K(z,t) = K(t, x). (3.7.18) 
(这 里 要 强调 的 是 齐 次 方程 (3.7.5) 的 特征 值 (4) 与 非 齐 次 方程 (3.7.4) 的 参数 入 
通常 情况 下 不 同 ) 
同样 , 若 特征 值 为 Am, 特征 函数 为 om (x), 则 


b 
dos (ym: | K(x,t) pm (t) dt. (3.7.19) 
在 方程 (3.7.18) 和 (3.7.19) 两 端 分 别 乘 和 ,pm (x) 和 Anon (z), 然后 积分 再 相 减 , 得 
b b rb 
(Àm 一 Xn) | Pm (t) pn (x) dz = An Am | | Pm (x) K(z,t) pn (t) dtdz 
b rb 
| | $n (T) K (zst) brm (z) dtdz| . (3.7.20) 
由 于 考虑 到 K(z,t) 的 对 称 性 , 第 2 个 积分 可 与 成 
b rb b pb 
| | E TA ef | OKGD 
b rb 
z | | pm (z) K (2, t)ós (t) dtdz. 


T (3.7.19) 右 端 为 零 , 从 而 (3.7.1) 证 毕 . 

定理 3.7.4 “对 称 核 齐 次 方程 (3.7.5) 所 有 特征 值 都 是 实数 . 

W i A-—ao-i8(o,B 为 实数 且 8 0) 是 对 称 核 K (m, t) 的 复 特征 值 , 而 
$ (z) = v1 (z) + ivo (z) 是 入 对 应 的 复 特征 函数 (wi (z) , v» (z) AKKA). 于 是 


b 
da (2) — ia (2) — (a-- iB) | K (x,t) ly (£) — iva (£)]dt, 


从 而 得 到 
d (2) — a| ATA LA 8| K (z, t) v» (t)dt, 


; ] 
V» (z) = a| K (x, t)» (t) dt + 8 | K (x,t) wi (t)dt. 


a 


因此 
V1 (z) — ido (z) = (a — ip) | AAA — iv (t)]dt. 
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这 样 和 与 %(z) = wi (x) ^iv» (z) 也 分 别 是 该 对 称 核 方程 (3.4.5) 的 特征 值 与 特征 函 
数 . 由 于 8O, UA V A, 由 定理 3.7.3, 不 同 特征 值 X, A 对 应 的 特征 函数 olx), ol) 
互相 正 交 , 即 


b b 
| $ (z)ó (z)dz = | [02 (2) + 如 (2z)]dz = 0. 
于 是 有 
pı (x) xx V» (x) 三 0, 
从 而 
$ (x) 三 0， 

这 是 不 可 能 的 . 定理 证 毕 . 

对 于 非 对 称 核 方 程 的 特征 值 可 能 是 复数 . 

定理 3.7.5 ”平方 可 积 对称 核 方程 的 任何 非 零 特征 值 和 的 重 数 都 是 有 限 的 . 

证 明 ” 设 相 应 和 的 线性 独立 的 特征 函数 为 iala), 424 (z) Pn (7),…, 于 


十 b 
na (T) = A | K (x,t) ọna (t)dt, 
b 
ies) = | K (z, t) pnA (t)dt. (3.7.21) 


注意 到 特征 函数 系 的 标准 正 交 性 , 由 Besses 不 等 式 , 对 任何 正 整 数 m 成 立 
加 < [ K?’ (a, t) dt. 
上 面 的 不 等 式 关 于 r 的 积分 得 


1 b pb 
X «| | K? (a, t) dzdt, (3.7.22) 


n= 


1 b pb 
n (ss) «| | K? (x, t) dadt. 


所 以 m 一 定 是 有 限 的 , 即 和 的 重 根 是 有 限 的 . WHE. 

该 定理 说 明 平 方 可 积 对 称 核 方程 的 任 一 个 非 零 特 征 值 相应 于 有 限 数 m 个 特征 
函数 dia p2 ,pma- 

Wt K(z,t) 非 零 对 称 核 , 假设 有 有 限 个 或 无 限 个 实 的 非 零 的 特征 值 , 考虑 每 个 
特征 值 以 其 重 数 重 复 , 排序 为 


IP 


BẸ 


E A EET (3.7.23) 
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或 其 绝对 值 不 妨 排 为 
0«|A|xls|€---sxlAx|€bsals:c-. 
设 
$1 (£) , p2 (z) 9 和) (3.7.24) 
是 相应 的 特征 值 列 (3.7.23) 的 特征 函数 列 , 它们 相应 于 同一 个 特征 值 不 再 重复 , 线 
性 独立 . 这 样 , (3.7.24) 列 中 的 每 个 特征 值 A 仅 对 应 (3.7.24) 列 中 的 一 个 特征 函数 
px (zx). 不 妨 假设 它们 以 标准 正 交 化 . 


现在 , 假设 平方 可 积 对 称 核 积 分 方程 至 少 有 一 个 特征 值 , WA `, 则 81 (z) 是 
相应 的 特征 函数 , MERA 


Ko (x,t) = K (z,t) — [eam 


是 非 零 的 对 称 核 , 且 也 至 少 有 一 个 特征 值 (如 果 较 多 , 选取 最 小 的 一 个 ), 并 相应 
特征 函数 加 (z). 于 是 $i (2) Z $2 (£) (即使 Xi = 和 2). 
因为 


b b b 
| 本 cbad=| Kao (2) dt - i | é (09 (5t 


= PiE) _ V1) 


— 0. 
和 1 ài 


类 似 地 , 第 2 个 截 核 


也 有 一 个 特征 值 X 和 特征 函数 $3 (7). 这 样 继续 下 去 有 两 种 结果 , 要 么 进行 几 步 
后 , Ka44 (x,t) = 0, 于 是 核 K (x,t) 便 为 一 个 退化 核 , n 个 截 核 


K (z,t) = y、 9s (5) 6 (2). (3.7.25) 


要 么 这 个 过 程 无 限 继续 下 去 , 车 这 样 , 便 有 无 穷 个 特征 值 和 特征 函数 , 此 时 核 是 否 
依然 可 以 表示 为 形式 类 似 (3.7.25) 的 双 线 型 表达 式 呢 ? 
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定理 3.7.6 设 平方 可 积 对 称 核 的 所 有 特征 值 为 {入}， 相 应 的 特征 函数 为 
{9x (z)), WA, 级 数 


收敛 且 其 和 是 有 界 的 , BH 


b 
其 中 , eL 是 积分 | K Gs oat 的 一 个 上 界 

证 明 核 K (x,t) 对 于 固定 x 的 Fourier 系数 an 可 以 与 为 
Pn (1) 


b 
an= | K (2, t)ós (2) dt = $^ 


这 样 , 应 用 Bessel 不 等 式 立 得 
CO 2 b 
»» ln (x) < | |K (z,t)|^dt < c2. 


定理 3.7.7  WOWERER K (x,t) 的 特征 值 为 {An}, 相应 的 特征 函数 为 加 (2), 
则 其 第 ”个 截 核 
Kn+ı (x,t) = K (z,t) — Y B NM (3.7.26) 
只 有 特 {iE 4E. Àn4-1;^n42; Àn--3; KER 及 其 相应 的 特征 PR 数 Qn41 (z) , 9n42 (x) ) 
Pn+3 (Z) +. 
证 明 (Kanwal, 1997) (1) 考虑 到 积分 方程 


$ (x£) — 13 K ^* (s. t) (t) dt 2 0 (3.7.27) 


等 价 于 


b n b 
66) - A | Kanoa 5 52 | ooo (Dat — o 


方程 左边 令 入 = Aj, $ (7) = 9; (7), j 2 n 1, 根据 正 交 条 件 有 
b 


$; (zx) — A; | K (2,t)9; (t) dt = 0. 


a 


这 说 明 当 7 ntl RT Aj, 9; (z) 是 截 核 Kny (c 0) 的 特征 值 和 特征 函数 ， 


3.7. 对称 核 积 分 方程 Cas 


(2) 设 ARI o (1) ERIZ Kn41 (c, t) 的 特征 值 和 特征 函数 , 则 


$l) -| Ke paoata Y; 90€) faoa (dt = 0 (3.7.28) 
| xn | Om (Dar - o. T 


a 


方程 (3.7.28) AML bi (z)(j < n) 并 积分 得 


b b [b "Wb 一 
| $ (7)9; (z)dz 一 | | K (2,t)9 (t) 9; (x)dtdz + PW | $ (z)9; (z)dx = 0, (3.7.29) 


这 里 已 使 用 bi(z) 的 正 交 性 , 由 于 


故 (3.7.29) 变 为 


[eni Gas à | ooa- | on] oeo 


于 是 方程 (3.7.28) Zp9 Ee MAE, 因此 
$(x)—A f K (x,t)ọ (t) dt = 0. (3.7.31) 


这 说 明 入 和 (x) 也 是 核 K (x,t) 的 特征 值 和 特征 函数 且 9 pj & n. 

这 是 因为 从 (3.7.30) AH, 6 与 所 有 的 gil « n) 正 交 . 所 以 入 和 o (m) 必须 分 
别 包含 在 核 K (x,t) Á k 2 n-- 1 时 的 特征 值 和 特征 函数 序列 中 . 

由 上 述 两 定理 知 如 果 对 称 核 K (x,t) 只 有 有 限 个 特征 值 , 则 K (zx,t) 一 定 是 退 
化 核 . 反之 也 成 立 . 

定理 3.7.8 “对 称 核 K (x,t) 是 退化 核 的 充分 必要 条 件 是 K (x,t) 的 特征 值 个 
数 有 限 . 

证 明 ”由 3.2 节 可 知 , 对 称 退 化 核 方程 的 Fredholm 行列 式 D (A) = 0 的 根 只 
有 有 限 个 , 因此 它 的 特征 值 个 数 有 限 . 

反之 , 如 果 对 称 核 K (x,t) REAR (n) 个 特征 值 , 因此 Kny (z,t) 应 该 为 零 ， 
故 由 (3.7.26) 得 : 


K (n, - Y DONOR, (3.7.32) 


m-—1 


于 是 (3.7.32) 是 一 个 退化 核 . 
对 称 核 积 分 方程 最 关键 的 结果 就 是 下 面 将 要 证 明 Hilbert-Schmidt 展开 定理 ， 
在 证 明 该 定理 之 前 先 证 明 一 个 引 理 . 
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引 理 3.7.1 3 $4(z)(n— 1,2,3,-.-) 是 核 K (m, t) 的 特征 函数 , 则 使 连续 函 
XX Q (1) 与 核 K (zt) 正 交 的 充 要 条 件 是 Q (x) 5 K (x,t) 的 每 个 特征 函数 正 交 , 即 
[ K (z, YQ (t) dt =0 
的 充 要 条 件 是 


b 
| Q(r)$.(r)dr 20, n=1,2,3.… 


定理 3.7.9(Hilbert-Schmidt 展开 定理 ) ”对 于 平方 可 积 对 称 核 K (x,t) 和 平方 
RRA h(t), WR f (m) 可 表示 为 


f(z) = f K (a, t)h (t) dt, (3.7.33) 


则 f(z) 可 以 展 成 关于 核 K (mt) 的 特征 函数 组 (0, (z)} 的 绝对 且 一 致 收敛 的 
Fourier 级 数 , BH 


co b 
EX osos du | f (z)ós (z)dz. (3.7.34) 
n=l a 
函数 f(x) 的 Fourier 系数 和 函数 h(x) 的 Fourier 系数 h,, 有 如 下 的 关系 : 
hn i 
fn = An ha — | h (Z)0n (Z)dz， (3.7.35) 


其 中 , AS 是 核 K (x,t) 的 特征 值 . 
WERA (Kanwal, 1997) ”将 (3.7.33) 代入 (3.7.34) 的 第 2 个 式 子 , 经 过 交换 积分 
次 序 便 可 得 (3.7.35), 将 f (x) 展 为 Fourier 级 数 


M fads (z Yi X Ên (7 (3.7.36) 
其 余 项 佑 计 为 
»» XX < » h2 Y te CA s 
k—n-4-1 k=m+1 k=m+1 
< i» ER 


k—m--1 k—1 
由 定理 3.7.6 知 上 式 中 的 级 数 收敛 且 和 有 界 . 由 于 h (x) 是 平方 可 积 的 , 所 以 》 h 
k=1 


m-rp 
是 收敛 的 , 则 其 部 分 和 S ^ hi 可 以 任意 小 . 因此 级 数 (3.7.36) 绝对 且 一 致 收敛 . 


k=m+1 
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下 面 证 明 级 数 (3.7.36) 收敛 于 f (x), 考虑 
Q(z) = Y; Sé. (2) - f (2). 
n-1 ^" 


则 


Q (z)ó» (z) dz = [ > xs (£) 一 fe Pp (x) dz 
x -j db wd (3.7.37) 


于 是 Q(z) 与 所 有 的 特征 函数 Øn (z) EX. 由 引 理 3.7.1 知 
b 
| K (7z,t)Q (x) dz — 0. 


于 是 


[ Q? (r)dz = [ Q (x) Sr 一 四 (x) — f e dz 


n=l 


=- Qf ar 


把 (3.7.33) 代入 上 式 , 考虑 到 (3.7.37), (3.7.38) 得 
b b b 
| Q^ (+)dz = -| oo)| K (x, t)h (t) dtda 


b b 
-| | K (x, t)Q (z) dzdt 
E" a a 
TE. 
Qa) - Y S56.) - f (2) - 0 (3.7.38) 


n=l 


BẸ 
-> 于 (z) = fn9n (z) 


事实 上 , 当 平 方 可 积 对 称 核 K (m, t) 是 连续 函数 , HRA ERIE (或 最 多 只 有 
有 限 个 实 特征 值 ) 时 , 核 K (o, t) 可 展 成 类 似 (3.7.25) 的 双 线 性 的 无 穷 级 数 . 
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定理 3.7.10(Mercer 定理 ) ”如果 非 零 平方 可 积 对 称 核 K (x,t) 是 连续 的 , H 
只 有 正 特征 值 (或 最 多 只 有 有 限 个 实 特征 值 ) 时 , 则 级 数 


3» 一 (3.7.39) 
收敛 且 级 数 _ 
n(T) On (t 
> Pn ( l : (t) 
绝对 且 一 致 收敛 于 K (x,t), BẸ 
K (x,t) = 5 Aoo (3.7.40) 


Mercer 定理 在 K (x,t) 只 有 负 特 征 值 (至 多 只 有 有 限 个 正 特征 值 ) 时 也 成 立 . 
事实 上 , 许多 物理 与 力学 问题 通常 都 可 归结 为 只 具有 正 特征 值 的 对 称 核 方程 . 
因此 Mercer 定理 具有 较 广 泛 的 应 用 范围 . 


3.7.3 ”对 称 核 积 分 方程 的 解法 
现在 利用 Hilbert-Schmidt 定理 求解 具有 平方 可 积 对 称 核 的 非 齐 次 第 二 类 Fred- 
holm 积分 方程 
| K (z,t)ó (t) dt - f (2). (3.7.41) 


假设 核 K (x,t) 的 特征 值 {An} 和 特征 函数 (0, (z)} 如 (3.7.23), (3.7.24), 参数 
和 不 是 某 一 个 特征 值 . 
将 方程 (3.7.41) 变形 为 


则 由 Hilbert-Schmidt 定理 得 


$ (z) — f (z) = 》 cngn (2), (3.7.42) 
其 中 ， 
Cn = | [6 (z) — f (z)]ón (z)dz = $n — fn, (3.7.43) 


b b 
pn = | o) (ds, fa | FE ie: (3.7.44) 
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由 (3.7.35) 可 知 


由 于 入 不 是 特征 值 , 所 以 由 方程 (3.7.43) 和 (3.7.45) 得 
Cn = x S fas bn = x 1 fa. (3.7.46) 


将 方程 (3.7.46) RADE (3.7.42), 就 可 得 到 积分 方程 (8.7.41) 的 绝对 且 一 臻 
收敛 的 级 数 形式 解 


ble) —f (0) =A F s (2) (3.7.47) 
n=1 ^? 
或 者 
$ (x ) 十 入 3 f Pn (7 Pn (2) n ( sinat (3.7.48) 
Miis P | rd 
JURE, 解 核 D (x,t; A) 可 以 表示 为 级 数 
(z, t; A) NDS 2 - ur ! (3.7.49) 


从 上 式 可 看 出 , 平方 可 积 对 称 核 K (x,t) 的 解 核 DP (m0; 入) BRE EX HBXERDRCAR, 
且 每 个 极点 就 是 核 K (z,t) 的 一 个 特征 值 . 

前 面 的 讨论 都 是 基于 参数 入 不 等 于 任何 一 个 特征 值 的 假定 , 现在 考虑 如 果 A 
等 于 对 称 核 的 某 一 个 特征 值 , 那么 它 一 定 在 特征 值 序列 (A4) 中 , 且 可 能 重复 大 干 
次 , 设 入 = Am 和 m4l = … Àmaep 对 于 下 脚 标 n 不 同 于 mm o 1, mon p RN, 
(3.7.46) 中 cn $n 和 等 式 依然 成 立 ; 然而 , 如 果 下 脚 标 n SET mml,- mp 
中 的 任 一 个 时 f = 0, 这 就 意味 着 积分 方程 (3.7.41) 当 且 仅 当 目 由 项 f(c) 与 特征 
函数 om, m41, mip 正 交 时 有 人 解 , 且 解 依然 由 (3.7.47) 给 出 , 只 是 系数 的 分 子 
分 母 均 为 零 的 项 的 系数 取 为 任意 常数 即 可 . 

例 3.7.1 求解 对 称 核 积 分 方程 


$ (xz) = (x +1) + f (zt + z^t^)9 (t) dt. (3.7.50) 
=] 
f — 254 3.2 节 , 可 设 方程 (3.7.50) 的 解 具有 形式 
à (z) = (x + 1)? + e Az? 十 cz 和 7 (3.7.51) 


代入 原 方程 (3.7.50) YA ` 
2 
t = Za) C2 = | t(t sp 1) dt, 
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9 1 
(1 一 2) cl 一 | t*(t+ 1)*dt. 
i 


于 是 
] 一 3^ 0 9 9 
D(A) = y J” (1- 2 (1- 2 
0 1 一 -À 
令 D(N=0 得 和 = 相应 特征 值 和 1 = > 和 > 的 标准 正则 化 的 特征 


函数 为 办 (2) = "ES $2 (7) = "ES 于 是 
jn B (t^ + 2t + NET 一 3V6, 


1 
Ü 8 
—1 


2 8 
2 6 S 
— 9 3 15 9| 2 2 
ka -大 = Je JE T(r-1), 


Qr) 2a 十 6z +1. (3.7.52) 
例 3.7.2 ”求解 对 称 核 积 分 方程 


RẸ 


ó(r) = 1? +1 + | (zt + z2t)o(t)dt. (3.7.53) 
解 ”同上 例 , 此 时 特征 值 为 N = 5,X。 = 2, 但 参数 和 也 正好 等 于 $, Bp 
A-A c 3 但 恰好 自由 项 z2 + 1 与 特征 函数 "E EX. 由 本 节 的 讨论 知 此 时 


8 
h =0, fa = zg V10. 


于 是 其 解 此 时 为 
3 
—V10 
‘0 = 35 ( jj reet 
即 


p(x) = 5z* 十 cz +1, (3.7.54) 
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其 中 , e 是 一 任意 常数 . 
例 3.7.3 ”求解 对 称 核 积 分 方程 


b 
ó (2) 5 f (z) - À | K (x) k (t) à (t) dt. (3.7.55) 
E URS 
b b 
[aaoroa=|| kopara) 


则 可 知 对 称 核 Jc (a) k (t) 的 特征 值 为 


相应 的 标准 正则 化 的 特征 函数 为 
k (x) 


] 1/2: 
ii [k (£)]^ «| 

b —1/2 s 
Ah-1 | orar 


| f (t) k (t) dt. 
这 样 , 如 果 A z A, 则 原 方程 的 解 为 


CT (x) + f (x) 


$i (1) = 


于 是 


$ (x)= 


b 
Ak (x) | f (x) k(t) dz 
=— e — 4 f (a). (3.7.56) 
pe | [k ()]^ dz 


而 如 采 


b ^ £ 
则 f(z) 必须 与 特征 函数 p1(z) EX, JAR 


À = À = 


$ (x) = ck (x) + f (x), (3.7.57) 
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其 中 , c 为 任意 常数 . 
例 3.7.4 求解 对 称 核 积分 方程 


1 
b(n) | k(nt) dl) dt =a: (3.7.58) 
yr dos z(t—1) O<z<t, 
et) - t(r—1) t&z«l 


f ” 先 求 方程 (3.7.58) 的 齐 次 方程 的 特征 值 、 特 征 了 水 数 . 
由 于 


6) 2 A| e- Delatt à z(t — 1)ó (0) dt 
0 T 
-X«-1| t6 (€t As | (t — 1)9 (f) dt, 
0 I 


o (x)= A(z — 1)zó (x) + af to (t) d£ — Ax(z — 1)9 (x) + a| (t —1)ọ(t)dt 


-af wata| (t — 1)9 (t) dt, 
0 

$^ (1) = Azo (z) + A(1 — z)ó (x) = MW (z). 
于 是 求 齐 次 积分 方程 的 特征 值 转化 为 求 下 列 微 分 方程 的 特征 值 : 

p” (7)— Mb(z)=0, $(0-20, ¢(1)=0. (3.7.59) 
方程 (3.7.59) 的 特征 值 为 An = —n?n?,n = 1,2,…. 相应 的 特征 函数 是 

pn (£) = V2sinnuz, n=1,2,..- 
于 是 求 得 
(一 1)?+ 
In = nx V2 

M 入 关 和 n,n = 1,2, 时 , 则 非 齐 次 方程 (3.7.58) 的 唯一 解 为 


人 un —Àd3,V2sin n. (3.7.60) 


当 入 = àn = nên? 时 , 由 于 faz 0, 所 以 正 交 性 条 件 不 满足 , 此 时 方程 (3.7.58) 
无 解 . 
例 3.7.5 求解 对 称 核 积分 方程 


o (x) — AE k (x,t) à (t) dt = cos xz, (3.7.61) 
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t(r-c-1, O<zrKSt, 
K (x,t) = 
ZLt 十 1)， tizctxl. 


解 ” 同 例 3.7.4, 它 的 齐 次 方程 的 特征 值 问题 等 价 于 下 列 微分 方程 的 特征 值 问 
Bi. 


$"(z)—Aó(z)—-0, (0)=¢ (0, $(1)= 9 (1), 
它 的 特征 值 为 Ao = 1, An = n?n, n = 1,2,…, 相应 的 特征 函数 为 


po (z) = -2 Pn (1) = V -ya (sinnar nacosnar) nep ese 
于 是 求 得 


f [ E e^ cosTZdZ CEA Cas 
= — d 一 二 一 一 ) 
o ve^—1 14-22Ye-—1 


f A z [ (si 十 TZ)d - 

= ——— JU nr 一 e JS 

1 SE UM sin xz + c coszzr)dzx 2034 
? 1 

E esee ox In nn 7t cos nzvx )d 

f Jal cos xr (sin mTZ + nx COSmTZ)dz 


ep o WreeZu ese 
1 A1 AZ -n?n 时 ,方程 (3.7.61) 有 唯一 解 


VIVE er 
$b(T)=cosnr— A VE 


OO 
Ín | 2 
X 一 一 4/ 一 一 5 一 一 m Tt COS NT 
十 2a X nin IT (sin nzuz +n T) 


2) . 
= cos NT 十 Q-Dücs(e-1- 
"SISUIE (sin Xz + X cos xx). (3.7.62) 
当 入 =1 或 入 = -2 时 , 由 于 自由 项 cos rz 与 其 相应 的 特征 函数 do (7) = ez 
或 $4 (x) = sin nz + xcos nz PER, 所 以 方程 (3.7.61) 此 时 无 解 . 
X A= Àp -—px(p-2.3,.) 时 ,自由 项 与 这 些 特 征 值 相 应 的 特征 函数 正 
交 , 即 可 解 性 条 件 满足 , 于 是 方程 (3.7.61) 的 解 为 


p(z) =cosnr + Xp Fee (z)— Lh (x)| + c (sin prz + px cos prz) 


1 2p? n?e? p? l 
ezi 2+ n2) (e-1) Em Pai (sin Tr + pr cos Tr) 
+c (sin pnz + pr cos DTT ) , (3.7.63) 


— COS Ur 十 
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其 中 , e 为 任意 常数 . 
例 3.6.7 求解 对 称 核 积分 方程 


bzZ) 一 入 | k(x, t)ọ(t)dt = eF, 


shzsh(t — 1) 
hl 
ka: 1) : 


shtsh(z — 1) 
—— ——, t&mr&l. 
shl ' : 


(3.7.64) 


; TST 


解 ” 原 方程 可 写 为 


(x) = e? + ED | shtó(t) 


sef sh(t — 1)g(t)dt 
则 


d (£) =e" + EL D | shto(t) aus j sh(t — 1)d(t)dt, 
p” (zx) =e? + 224] shtp(t)dt + T D dnd (x) 
F As | sh(t — 1)g(t)dt 一 A eh (z — 1)o(x) 
-é(z) + E as - 
=(A + 1)¢ B e 


于 是 积分 方程 就 转化 为 下 列 常 微分 方程 的 非 齐 次 边 值 问题 : 


1)shz 一 chzsh(z — 1)| 


(z) (A 1)9(z) (0-1, guU=e 


34 A+1=0, BL à= —1 时, $(z) = (e— 1)m + 1; 


12-1250, lis we MIU eT VÀ + 1(1 - z)| e- sh (VÀ + 1z) 


sh/A-- 1 | 
当 入 +1<0, 即 入 < -1 时 , 记 入 +1= 一 /2， 


(x) = Cı cos HZ 十 Co sin ux. 
由 初始 条 件 得 


C1=1, QCicosyz + Cosinjpaz = e. 


(3.7.65) 
# sinp #0, 则 C1 = 1, Ca = —— ——, WU 
sin 4 


(x) = cos HZ 十 Z ka ua. 
sin Li 
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# sinp = 0, Bl u = ma(m = 1,2,…), 此 时 (3.4.65) 方程 无 解 , 所 以 积分 方程 
(3.7.64) 无 解 . 


3.7.4” 双 对 称 核 , 斜 对 称 核 


本 节 讨论 可 化 为 对 称 核 的 双 对 称 核 、 斜 对 称 核 等 . 
1. 双 对 称 核 
形 如 
K (z,t) = A(xz)B(t)k(z,t) (3.7.66) 


的 核 K(z,t) 称 为 双 对 称 核 , 其 中 ，4(z)B(z) > O,k(z,t) 是 对 称 核 , BU k(m,t) = 
k(t, £). 
为 叙述 简单 , 设 K (x,t) 是 实 核 . Vx 2, V; 是 特征 值 à 的 特征 函数 , 如 果 是 数 
组 (9;) , (Vi) 满足 
b : : 
| $,(t) . na-| "y PR (3.7.67) 


l, 1=]), 


则 称 该 函数 组 为 双 正 交 函 数组 . 

定理 3.7.11 对 于 在 连续 点 上 不 恒 为 零 的 双 对 称 核 KC (m, 0), 其 特征 值 全 为 实 
的 且 每 个 特征 值 存 在 两 个 特征 函数 , 进而 组 成 一 个 双 正 交 特 征 函 数组 . 

WEBB (Kondo, 1991) (1) 将 核 K(z,t) 表示 为 对 称 核 ki (m, t). 通过 变换 有 


A(x)B(t) 
A(t)B(z) 


1/2 
k(z,t) = | | k(z, t) LAG) B(t) A(t) B(z)]? . 


_ mW 


K(x,t) = m(t) 


ki(z, t), 


其 中 , ki(2,t) = [A(z) B(z) At) B()] ? k(z,t) 已 是 一 个 对 称 核 . 
(2) E K(z,t) 的 特征 值 与 对 称 核 es (m, t) 的 一 致 


由 于 核 PO) h(g, ) HEKE AM 


ki(z,t) 的 解 核 , 则 R(E tA) RE: TM H = K(s,t) 的 解 核 . 因此 核 


K(z,t) 与 对 称 核 fa(z 的 特征 值 一 致 , 而 由 定理 3.7.4 知 ， 对 称 核 ki(z,t) 的 所 有 
特征 值 是 实数 , 所 以 K, t 的 所 有 特征 值 是 实数 . 
(3) 特征 函数 组 组 成 双 正 交 函 数组 . 


(x,t; A) 是 核 
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如 果 将 对 称 核 ki(z,t) 的 特征 值 X 相应 的 特征 函数 表示 为 
[A(z)B(z)] ? di(z), 


假设 它们 已 标准 正则 化 , 则 


b i f 

| AG)BGY = | iia (3.1.68 
由 于 ， 

LAG) BT) dz) = X | ks (x, t) [AOBA] 29, (tdt, (3.7.69) 
1/2 
两 端 同 乘 Es , 则 得 
b m 1/2 
A()és(z) =à: | Ed kı (2, t) A(t)ġ; (t) dt, 

即 


b 
也 就 是 说 , A(z)9i(z) 是 核 K(z,t) 的 特征 值 A; 相应 的 特征 函数 . 
令 plx) = A(z)9i;(z), Wl] D(x) 是 核 KK(z,t) 的 特征 值 A; 相应 的 特征 函数 . 类 


1/2 
似 地 , 如 果 方程 (3.7.69) 两 端 同 乘 的 因子 换 为 [AL 


P(x) = B(X)Pi(7), 
而 由 (3.4.68) 知 (3.4.67) WL, 即 双 对 称 核 K (zx,t) 的 相应 特征 值 的 特征 函数 
组 成 了 双 正 交 特 征 函 数组 . 
例 3.7.7 求 双 对 称 核 
K(z,t) = (zt)? (zt), (x,t) € (0,1) x (0,1) 


的 特征 值 和 特征 函数 . 
解 ” 此 时 Alx) = Vz, B(t) = Vt3, 则 对 称 核 


ki(z,t) = zt(z + t), 


其 特征 方程 是 
A? + 120A — 240 = Q. 
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从 而 其 特征 值 
和 1 2 2. 入 > fd —122, 


则 核 ki (m, t) 的 相应 A1,A2 的 标准 正则 化 的 特征 函数 分 别 为 


P(x) = 120x? + 96x) = (1.11z + 0.887) z, 


me; 


P(x) = iss (7560x? — 5856x) = (8.873 — 6.873) x, 


所 以 双 对 称 核 K(x,t) 的 特征 值 分 别 为 2, 122, 且 其 相应 Xi = 2 的 正则 化 特征 函 
数 为 
(x) = (1.11z 十 0.887) Vz, ¥ı(x)= (1.11z + 0.887) Vz3. 


相应 A1 = 一 122 的 正则 化 特征 函数 为 
Bo(z) = (8.873z — 6.873) Vz, W(x) = (8.873z — 6.873) V x3. 


它们 组 成 了 正则 化 的 双 正 交 特 征 函数 组 . 
特别 地 , 有 双 对 称 核 的 特殊 情况 , 即 K (x,t) = P(z)k(z, t), 其 中 


P(x)20, k(zx,t)-k(t,z). 


考虑 方程 
es 3 k(x, t)P(t)ó(t)dt + f (a), (3.7.70) 
作 代 换 
V (x) = ó(x)y P(z), 
则 方程 (3.7.70) 转化 为 
b 
DJS | klz, t) VP PE v (tdt + V P(z)f (a). (3.7.71) 


方程 (3.7.71) 便 是 一 个 具有 对 称 核 k(x,t)vVP(z)P(t) 的 对 称 核 方程 . 
设 相 应 (3.7.71) 方程 的 齐 次 方程 的 特征 值 为 {An}, 相应 的 标准 正则 化 的 特征 
RAN (Uu (x)), Bl 


f EA E | (3.7.72) 


由 于 
V, (x) = 加 (Z) P(x), (3.7.73) 
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其 中 ) Qn (x) 是 齐 次 方程 
plz) = 入 | kis, e(t 
的 特征 函数 . 
由 (3.7.72), (3.7.73) 知 


m * n, 
| P()ós (26s (2)dz = | m 7 


RAM f(z) 可 表示 为 ， 
fa) = | ke. DPO, 
T 
PESE) = | kie, V PEPE -POEA 
则 由 Hilbert-Schmidt 定理 


v P(z)f(x) = p» Z (zx), 
n-—1l 
其 中 ， 


b b 
Im | v P(xz)/ (x) V, (x)dz =| f (x)P(x)ós (z)dz. 


于 是 由 (3.7.73), (3.7.74) 得 


f(x) cx 3 Jaen): 


2. HITRI 
当 核 K(x,t) 满足 
K (z,t) = —K (t, x), 


则 称 其 为 斜 对 称 核 . 


(3.7.74) 


(3.7.75) 


事实 上 ， 不 难 验证 斜 对 称 核 的 登 核 Ko (x, t), K”) (2, t), E A Ken (T, t)(n - L, 
2, DT ) 是 对 称 核 ,天 42)(z， t), KO (z, t), Ede pK Onti) (z, t)(n = 1, 2, T ) 是 斜 对 称 核 . 
定理 3.7.12 (Kondo, 1991) ”在 连续 点 上 不 恒 为 零 的 斜 对 称 核 K(x,t) 的 特征 


值 是 纯 虚 数 ， 相应 于 特征 值 只 有 一 个 特征 函数 ， 


证 明 记 天 of= | K (a, t) f (£)dt, f(t) 为 任 一 函数 , 则 对 斜 对 称 核 KC (s, t) 就 


有 
Kof-—foK, Kof —--foK, 


(3.7.76) 
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其 中 , K = K (t, x). 
注意 到 f o(goh) = (fo9)oh, g, h 是 男 外 两 任意 函数 . 
(1) 特征 值 是 纯 虚 数 . 设 (x) 是 相应 特征 值 和 的 特征 函数 , 则 


$ — AK o. (3.7.77) 
由 (3.7.76) 知 
ġ — —A$oK. (3.7.78) 
Wt $ AÉBHUIERSUDJES, 和 是 特征 值 A RIE, 则 
$ = -ġo K. (3.7.79) 
方程 (3.7.77) ER A9, 方程 (3.7.79) ARU A0, 然后 两 式 相 加 得 
(A 4- 4)00 — 0, 


lz) 是 特征 函数 , 不 可 能 为 零 , 所 以 (x) - ó(z) 不 为 零 . 只 有 入 + 入 = 0, 从 而 和 
只 能 是 一 个 纯 虚 数 . 

(2) 相应 于 入 只 有 一 个 特征 函数 . 假设 相应 于 入 有 两 个 特征 函数 $1 (zx), $2 (2), 
则 考虑 其 差 >(z) = 91(z) — 如 (z). 于 是 r(x) 也 是 特征 函数 , BU 


r—-AKor H r--—AroK. (3.7.80) 
ERR- ALF ”得 
r.r — Ar- K or, (3.7.81) 
由 (3.7.80) 知 (3.7.81) 式 右 端 变 成 —r, 则 
T.T——r.T, 
TJÉ r.r 2 0. 所 以 
r 三 0. 


这 就 证 明了 相应 于 特征 值 和 的 特征 函数 是 唯一 的 (这 里 指标 准 正则 化 特征 函数 ). 
例 3.7.8 ” 斜 对 称 核 
K(r,St)-r-t, ZE(0,1). 
f£ ”天 (z 的 特征 值 112 = 土 2V3i 的 确 是 纯 虚 数 , 相应 于 Xi = 2V3i 特征 函 
m bi(z) = (V3 + 3i)x + 2 = (V 3x + 2) + 3iz, 
相应 于 àz = 一 2V3i 的 特征 函数 为 
$2(z) = (— V3 + 3i)z + 2 = (— 3x + 2) + 3iz. 
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3.8 ”数值 积分 法 


用 退化 核 近似 下 近 任意 核 的 积分 方程 的 近似 解法 、 逐 次 允 近 法 等 需要 计算 积 
分 , 尤其 是 当 积 分 项 数 较 多 时 , 积分 的 计算 量 很 大 . 而 数值 积分 法 就 是 用 数值 积分 
公式 把 积分 方程 中 的 积分 用 有 限 项 和 式 代替 , 进而 把 原 问题 转化 为 求解 线性 代数 
方程 组 , 最 后 求 出 其 近似 解 , 这 样 就 避免 了 复杂 的 积分 计算 , 减少 了 计算 量 . 特别 
是 当 积分 方程 的 核 不 是 由 解析 表达 式 给 出 , 而 是 仅 在 一 些 离散 乓 上 给 出 时 , 更 显 出 
该 方法 的 优越 性 . 正 是 由 于 数值 积分 法 的 简单 和 实用 性 , 许多 著名 的 科学 家 都 曾 对 
这 一 领域 作出 过 贡献 , 值得 提出 的 是 Archimedes, Kepler, Huygens, Newton, Euler, 
Gauss, Jacobi, Chebyschev, Makov, Fejer, Polya, Szego, Schoeberg, Sobolev 等 . 

根据 积分 方程 的 类 型 选取 适当 的 积分 公式 , 尽量 使 其 利用 数值 积分 法 得 到 的 近 
似 解 的 累积 误差 减少 . 为 此 首先 介绍 几 种 常用 的 比较 有 效 的 数值 积分 公式 . 在 实际 


b 
工程 中 经 常 遇 到 计算 定 积分 | 7 (z) dz, 但 往往 会 遇 到 如 下 2 种 情况 


(1) 函数 f (x) 的 原 函 数 无 法 用 初等 函数 表 出 , 或 即使 原 函 数 能 用 初等 函数 表 
zs, 但 表达 式 过 于 复杂 . 

(2) 函数 f(z) 的 函数 值 仅 在 一 些 离 散 点 上 已 知 . 

因此 建立 定 积分 的 近似 计算 方法 是 十 分 必要 的 , 数值 积分 法 便 是 一 个 很 好 的 定 
积分 的 近似 计算 方法 , 即将 定 积分 用 一 个 适当 的 Riemann 和 来 近似 代替 . 通 汕 写 为 


b n 
| f (Z) daz x ` wif (25), (3.8.1) 

a j-1 
其 中 mm en 称 为 积分 坐标 点 或 称 结 点 ,wi, wa,.… Lus 称 为 积分 系数 或 称 


伴随 于 这 些 结 点 的 “ 权 ”, 它 与 函数 f (zx) 的 形式 无 关 . 对 于 不 同 的 数值 积分 公式 , 积 
分 系数 wj 及 积分 坐标 zj 也 不 同 , 如 


1) 矩形 公式 

结 点 : Z1 = 二 a， 239—a-ch, --, z,-—a-4(n—1)h. 
权 : wi =w=: = wn =h, h= 

公式 : 


b 
| f(z)dz s h[f (a) - f(a-- 5) tfan- 8) 
=h flat G-1h =h) f (23) 


2) 梯形 公式 
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£M: Z1 = 二 a， z2—a-ch, -, z4,-a-c(n-1l)h. 
NEN Wz = W3 一 … :一 nl 一 几 ， D m" 
2 n—1l 
AA: 
b 
b 
| foda I eroe e fnm e 


"roe rec mero) 


=2 reci reno) | 


j=2 


截断 误差 : Rr [f] = — ue p" (o) ,ne [a,b], 车 f" (2) 在 lo, 可 上 连续 


3) Simpson 公式 


结 点 : zl = 二 ga， t2=0+h, >, Zomii— 04 2mh =b. 
h Ah, 
TX VU) — U2m4l — Q4) W2 — W4 — ' — W2m — 73? uUa = Ws zc: 
2 b—a 
U2m-1 = gh, h = T 
公式 : 


| Faar {FO + (a) fath) f la+ Qm 1h 
+ 2[f(a+2h)+ f (a 4- Ah) 4- --- 4- f (a 4- (2m — 2) h)] + f (5)) 
=? {f (21) 4f (22) + f (24) f (120) 
+2 [f (£3) + f (z5) +-+- + f (£2m-1)] + f (£2m+1)} 
或 更 为 紧凑 的 形式 ,即将 区 间 [a,b] 分 为 n 等 份 , 步 长 h = -二 2, 分 点 为 zj = 
a+ jh,j 20,1,2,--- ,n, 若 记 子 区 间 [5,2543] 的 中 点 为 zj43, WA Simpson 公式 
为 


b n—1 n—1 
| fa ra eina) iren | 

a 7 一 0 j=l 

截断 误差 : Æ f (z) 在 [a,b] 上 有 4 阶 连续 导数 , 则 
Rs [f] = -2 


= (4) 
4) Gauss 型 求 积 公式 


NIC mI 


j=0 
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是 具有 很 高 代数 精度 的 求 积 公式 . 
例如 , Guass-Legendre 公式 , 当 n = 1 Hf, 
HA m--7 nc 


E: wo = u1 = 1. 


ta MA) 
其 截断 误差 为 R[f] = ef (m, qe C11. 


X 3.5 n= 2,3,4 时 的 结 点 , 权 及 截断 误差 列表 


LU 结 点 Tj 权 wj 截断 误差 Rn Lf] 
0 0.8888889 . 
2 = (6) (m) 
0.7745967 0.5555556 15750 
2-0.3399810 0.6521452 1 
3 — ——— f (8) (m) 
2-0.8611363 0.3478548 34871875 
0 0.5688889 : 
4 —————— [Q9 
2-0.5384693 0.4786287 19270070 f^ (n) 
2-0.9061799 0.2369269 


当 积分 区 间 为 [a 中 只 需 作 变换 z = € pe 
为 


只 分 变 


X, o = (全 + 二 


2 2 
5) Gauss-Chebyschev 求 积 公式 
相应 于 权 函 数 ; 
ad", er. 


时 的 Gauss 型 积分 公式 称 为 Gauss-Chebyschev AÑ. 
Z n: Ij = COS e 


— 1 
x), j—71,2,;,n 
n 


N 
权 : a aem. yd 


aR: | ya z)dz = — +i z). 


截断 误差 : Rn = er (n), -1<7<1. 


3.8 ”数值 积分 法 


6) Gauss-Laguerre 积分 公式 


. 95. 


| e 7f (xz ds = You) M [oar = Yoon 


X 3.6 n-—2,3,4,5 时 的 结 点 , 权 列 表 


Tj 
0.5857864376 
3.4142135624 
0.4157745568 
2.2942803603 
6.2899450829 
0.3225476896 
1.7457611012 
4.5366202969 
9.3950709123 
0.2635603197 
1.4134030591 
3.5964257710 
7.0858100059 

12.6408008443 


截断 误差 : R, = 0D fen (y), 


(2n)! 


7) Gauss-Hermite 积分 公式 


一 OO 


NE Dy = Dm (zj ) 和 | 


表 3.7 n-2,3,4,5 时 的 结 点 , 权 列 表 


Tj 
+0.7071067812 
0 
+1.2247448714 
+0.5246476233 
+1.6536801239 
0 
+0.9585724646 
+2.0201828705 


Wj 
0.8535533906 
0.1464466094 
0.7110930099 
0.2785177336 
0.0103892565 
0.6031541043 
0.3574186924 
0.0388879085 
0.0005392947 
0.5217556106 
0.3986668111 
0.0759424497 
0.0036117587 
0.0000233699 


Ü « 7 « oo. 


Wj 
0.886226925 
0.0118163590 
0.2954089751 
0.8049140900 
0.8131283545 
0.9453087205 
0.3936193232 
0.0199532421 


一 OO « 1] < cO. 


Wj e7j 
1.5333266331 
4.4509573350 
1.0776928593 
2.7621429619 
5.6010946254 
0.8327391238 
2.0481024385 
3.6311463058 
6.4871450844 
0.6790940422 
1.6384878736 
2.7694432424 
4.3156569009 
7.2191863544 


g (7) dz = Due ez5g (z3). 


Wje i 
1.4611411827 
1.1816359006 
1.3239311752 
1.0599644829 
1.2402258177 
0.94530877205 
0.9865809967 
1.1814886255 
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下 面 说 明 利用 数值 积分 法 近似 求解 积分 方程 的 过 程 . 考虑 第 二 类 Fredholm 积 
分 方程 


ó (a) — 3 K (x,t) 6 (t) dt = f (a). (3.8.2) 
任 取 一 种 数值 积分 公式 (3.8.1), 近似 代替 (3.8.2) 中 的 积分 , 得 
lw (2,25) $ (1j) ~ f (2); 
再 令 工 = zi,i = 1,2,:…,n, 
$ (zi) 一 入 > wK (zi, 25) 6 (25) S f (2i). 
考虑 代数 方程 组 
由 (zi) 一 P3: (zi, 25) 6 (25) = f (i), (3.8.3) 
这 是 由 含有 n 个 未 知 数 $ (21) 10 (22) 6 (74) 的 nn 个 代数 方程 构成 的 线性 代数 
zn 的 近似 值 , 从 而 可 取 积 分 方程 (3.8.2) 的 近似 解 为 
$(z) = Dyk (z, 23) (25) + f (2). (3.8.4) 
在 结 点 处 , 9 (z) = 9 (z). 通常 并 非 结 点 取得 越 多 , 误差 就 越 小 , 事实 上 , 由 于 结 点 个 
数 的 增多 , 解 线性 代数 方程 组 的 难度 加 大 , 累积 误差 也 增 大 . 所 以 为 了 减少 误差 , 要 
选 好 适当 的 数值 积分 公式 . 


对 |5(z) - 4(z)| 的 估计 要 求 255 83D. 及 p (z) 连续 , WI 09 (z) 连续 
E f(z) 有 奇 点 , 令 %(z) = 4(z) - f (2), W 


b 
p(z) -a| K (z,t) V (t) dt = f" (2), 


b 
f (z) =a] K (z,t) f (t) dt 
E K (z,t) 有 奇 点 ,方程 变 为 


b b 
$ (2) z K (ade -a| K (2,2) [¢ (t) — $ (2)]dt = f (2), 
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对 "E 
$ (,) 一 从 ` Am K (25, Zm) $ (2m) = f (x) 


估计 误差 ， 
A 4) — det (8j, — Mk) ó (25) — iy Y^ Aim f (2m); 


HP, Aim 为 AQ) 的 第 7 列 , 98 d 行 元 素 的 代数 余子 式 . 
8 、 05 K (x,t , OsK (x,t 
id HO, MEP, NO, MO 分 别 为 |p o, EEEH, ro w, [PT 
的 上 界 , 则 
x (x,t) é() < HO M9 c c1g(0 METY +... + HOMO = TOI, 
id . 
p(x) = | K (x,t) o (t) dt — Am K (2,1) 6 (zm) <T, 
a m=i 
对 于 梯形 公式 有 | 
a... 1 b-a" n 
o€k,TO 2 — T T). 
n 


3 (n 1) 
因 其 精确 解 
$1) = I È Am (rn) + Mp (em) 
所 以 
ble) -86)| < pa È llle (En) < o JAB 

其 中 

B= max TY 
因此 


g(z) -(z)| < LY AmK (2,20) |ó (Em) —$ (zm)| + Alo 
< lo fi + |A| BM® (b — a). 
例 3.8.1 ”利用 数值 求 积 方法 求解 积分 方程 


ibd. ;| = = (3.8.5) 
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解 ” 取 节点 ni =0, za = 1, zs = 1, 并 令 方程 (3.8.5) 中 = 分 别 取 值 0, 3, 108 
将 区 间 3 等 分 ), 则 


OEE CERO 
K(1,0)=0, K e 5) " 3 
| rex - [ror (5) +0]. 
利用 Simpon 公式 , 此 时 代数 方程 组 (3.8.3) 为 
$(0) — 0, 


立 得 a 
=o, 6 (3) 

于 是 由 (3.8.4). 知 原 方程 近似 解 为 
1 


1] 1 1 
TERTE x 3 (0+4% 2 jr+ lalz) Sg. 


| 

| 
~ 
el 

| 

| 一 


这 与 精确 解 完 全 一 致 . 
例 3.8.2 ”利用 数值 积分 法 求解 积分 方程 


1 
$ (x) + | r(e” — 1)9 (t) dt = e* — z. (3.8.6) 
0 
解 ” 结 点 取 为 zl = 0, za = 0.5, r3 = 1, 并 令 方程 (3.8.6) 中 r 分别 取 值 0, 0.5, 
1, 得 
$(0) = 1, 
97 2,054 9 - 1g) qt os 
2(e9-9 — 1) EE libus. 


m o AUI GE 


3 6 
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利用 Simpson 公式 
[ Joa 20) * E toit) 
离散 上 方程 组 得 一 三 元 一 次 线性 代数 方程 组 


0) = 1, 
1.09474(0.5) 十 0.05419(1) = 1.1487, 
0.43259(0.5) + 1.28649(1) = 1.7183. 


解 线性 方程 组 得 
$(0) =1, 4(0.5) = 0.9999， ¢(1) = 0.9996. 
由 (3.8.4) 得 方程 (3.8.6) 的 近似 解 
bz) = e? — x(0.6666e2-5" + 0.1666ez) — 0.16682. 


事实 上 , 积分 方程 (3.8.6) 的 精确 解 为 (o) = 1. 
例 3.8.3 ”利用 数值 积分 法 求解 一 类 源 于 静电 学 的 称 为 Love 积分 方程 的 方程 


(2). l L|] arum s) TESI (3.8.7) 


i RPK h= t, 运用 梯形 求 积 公式 把 积分 方程 (3.8.7) 可 离散 为 线性 代数 
方程 组 


hf (1) $(1) «n - 1) 
h—1 pru e Eo. 
od P 3m 十 hy] ^ mfl + (i — n)*^h*| ur mll + (i — S 
K 3.8 给 出 了 当 n = 8, 16, 32, 64 时 , 9$(z) Æ z = 0, +0.25, +0.5, +0.75, +1 的 
fü. 
R 3.8 n —8, 16, 32, 64 时 近似 解 在 x = 0, +0.25, 0.5, +0.75, +1 的 值 
n 8 16 32 64 
d eI 1.63639 1.63887 1.63949 1.63964 
a -— 0.75 1.74695 1.75070 1.75164 1.75187 
xr = 0.5 1.83641 1.84089 1.84201 1.84229 
q 025 1.89332 1.89804 1.89922 1.89952 
qo) 1.91268 1.91744 1.91863 1.91893 
例 3.8.4 利用 数值 积分 法 求解 积分 方程 
1 
$ (x) + :| (1 + zt)ọ (t) dt = x°. (3.8.8) 
0 
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解 ” 利 用 Gauss 型 求 积 公 式 求解 , 取 节 点 数 n = 4, 点 与 数列 表 3.9 


表 3.9 
101 12 103 w4 
0.173927 0.326073 0.326073 0.173927 
T1 T2 T3 T4 
0.069432 0.330009 0.669991 0.930568 
可 以 得 到 代数 方程 组 


£2) + 0.6824849(7x3) 十 0.370330d(z4) = 0.004821, 


1.3485329(z1) + 0.667086 49( 
73) + 0.796338ó(z3) 十 0.454678d(za) = 0.108906, 
69( 
( 


A 
0.355824d(zi) + 1.723168 
é( £2) + 1.944886ó (3) + 0.564732ó(z4) = 0.448888, 
( 


0.364036d(zi ) + 0.796338 
22) 十 1.058740d(z3s) 十 1.649080d(za) = 0.865957. 


0.3703309(z1) + 0.852418 
求解 出 $(z1), $(z2), 4(zs),%(za) 后 , 由 (3.8.4) 7 ed $(z). 
现 将 其 数值 逼近 结果 与 精确 解 $(z) = x? 一 Ža — FERREE ESIZ 
行 比较 ( 表 3.10), 并 给 出 其 绝对 误差 和 相对 误差 值 
R 3.10 ”积分 方程 (3.8.8) 的 数值 解 与 精确 解 的 比较 (Gauss, n= 4) 


6ó 
$ 
$ 
$ 


点 工 数值 结果 精确 结果 绝对 误差 相对 误差 
0.069432 一 0.162565 一 0.162422 一 0.000123 0.076% ` 
0.330009 —0.112605 —0.112625 0.000020 0.018% 
0.669991 0.156544 0.156529 0.000015 0.010% 
0.930568 0.519324 0.519511 —0.000187 0.036% 


3.9 ”第 三 类 Fredholm 积分 方程 


考虑 第 三 类 Fredholm 积分 方程 
4(z)bg(z) =A j k(z,t)ó(t)dt + f(z). (3.9.1) 
为 了 方便 说 明 , 假设 4(z) 在 [a, b] 有 单 根 , 即 一 阶 零点 , 因而 可 设 
A(x) (7) = 9(x). 
于 是 第 三 类 Fredholm $4: 7j f£ (3.9.1) 变 为 积分 方程 


$(z) — [ : S(t)dt + f (z). (3.9.3) 


(3.9.2) 
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由 于 A(z) E [a, 有 一 阶 零 点 , 所 以 s 在 [a,b] 有 一 阶 极点 , 即 积分 方程 (3.9.3) 
是 一 具有 一 阶 奇 异性 的 Cauchy 奇异 积分 方程 , 将 在 第 9 章 专门 介绍 其 解法 . 关于 第 
三 类 Fredholm 积分 方程 的 进一步 直接 解法 可 参见 文献 (Bart et al, 1973; Gabbasov, 
2005; Shulaia, 1997). 


第 3 章 习 题 
1. 利用 逐次 逼近 法 求解 下 列 Fredholm 积分 方程 : 
1 
bises il ó(t)dt + e? — ze + 2 


1/2 l 1 
gzZ) 王 一 | ztó(t)dt + sin z 一 I7 


1 
(xz) = -a | er df + z, 
0 


olr) =À [. cos(x + t)é(t)dt + sin z. 


2. 考虑 积分 方程 
(x) = a| ztó(t)dt —- 1. 
0 


(1) 利用 关系 式 | 和 | < B WARRIES | 和 | < 3 HAX, 
(2) 说 明 迭 代 过 程 导 致 原 方程 的 解 为 
4 NP . 
aa = ital titt 。 

3. 求 下列 核 在 [a,b] 核 上 的 登 核 : 
(1) x — t, (0,1), 
(2) sin(z — t), (0, 2), R KO), KO, 
(3) el*l**, (0,1), 
(4) t+t, ÜOx&rt&t, X KO 

r-t, t«mrz«l, 
(5) lz —t|, (0,1), 
(6) cos(x +t), | (0, 2m), 
(1) |z — t|, (0,1), 
(2) e 7-7", (0,1), 
(3) sinzcost, (0,27), 
(4) z^t m st, (0,1), 
(5) (1+ z)(1—1), (—1,0), 
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(6) sinzcost-4-cos2zsin2t, (0,2), 
(7) p (0, 1). 
o. 利用 解 核 求解 下 列 积分 方程 : 
2T 
(1) gz) = | sin z cos tó(t)dt + cos 27， 
0 
(2) dz) = af cos(x + t)ọ(t)dt + 1, 
0 
(3) g(a) = | eg dt + e" 
0 
0 
a)éc)-| a«2-9e(bdt-- 27, 
-1 


(5) $(z) = r (z^t — zt^)9(t)dt + z + 32^. 
0 
6. 根据 入 的 取 值 范围 , 讨论 下 列 积分 方程 的 可 解 性 : 
(1) 9(x) = | (z^ — 2xt)o(t)dt + z? — z, 
-1 


1 
(2) ó(z) — A | ze 9(t)dt = z, 
2n 
(8) 46) -A| le-a gdt = z, 
(4) bz) = 3 cos? zó(t)dt — 1. 
0 
7. a,b, c 取 何 值 时 , 下 列 积分 方程 可 解 , 并 求 出 其 解 


| K (z,:)9(£)dt = f(z), 


z(r—-t) 0<tx<r, 


xy f(z)=az+b+csing. 


t(r—t) 2Z<t< 一 ， 


een 
2 


1 
8. 当 f(z) 满足 什么 条 件 时 , 积分 方程 | (z? 二 如)6(t)dt = f(z) TR, 并 求 出 其 解 
0 


9. 确定 a 的 取 值 范围 , 使 积分 方程 lr) = 3 (az — t)ó(t)dt = f (zx) 对 任何 实数 入 及 
0 
0,1] 上 任何 连续 函数 f(z) 均 可 解 
10. 讨论 方程 (r) 二 A | (2zt — Az? )d(t)dt -2z 十 1 的 可 解 性 , 若 有 解 , 求 出 其 解 
0 


退化 核 


1. 考虑 积分 方程 (x) = 3 K (z,t)o(t)dt + f(x), 证 明 表 1 F, 相应 的 核 K (m, 0) 有 相应 
0 
的 Fredholm 行列 式 D(2). 
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2. 求解 下 列 退 化 核 方程 : 
1 
(1) 0(z) = 3i zto(t)dt + 37° 十 2z +1, 
(2) (x) = A[ (x — t)o(t)dt = az + b, 


(3) dm 二 | 人 


à) €) - 5 | eate - 575 

1/2 " 
(5) bz ) = 7 | xrto(t)dt + sin z — 2 
(6) olz) 2 | e"?*9(0dt 4 1, 


(T) ó(x) = | sin z costb(t)dt = sin z, 

2n 
(8) bz) = A |x — t| sin zé(t)dt = z, 
O) $9) = a | secet 

1/2 
(10) (z) = 4| sin^ zó(t)dt + 2x — x, 

0 
(11) bz) 一 入 | (cosz sin t + z cost + t^ sin z)ó(t)dt + x. 


3， 求 解 积 分 方程 wz) =A | coslz 二 bg(bdt 十 FUz), 并 找到 当 X 是 特征 值 时 ， f(z) WR 
0 


足 什 么 条 件 方程 才 有 解 , 求解 当 f(z) = sins 时 的 所 有 可 能 情况 的 解 . 
4. 求 下 列 齐 二 次 退化 核 方程 的 特征 值 与 特征 函数 : 


| K (z, t) (t)dt = 0. 


(1) K(z,t) = sin nz cosnt, [a,b] = [0,1], 

(2) K(z,t) 2 xt, [a,b] = [0,1], 

(3) K(z,t) 2 z^-- zt -- t^, [a,b] = [0,1], 

(4) K(z,t) = cos(x + t), [a,b] = [0, x], 

(5) K(z,t) = 45z?° Int — 9t? lng, [a,b] = [0,1], 
(6) K(z,t) = sinzsint, [a,b] = [0, 2x]. 


5. 证 明 积 分 方程 (r) — A | “(sin zsin 20)ó(t)dt 没有 特征 值 
0 
6. 求 下 列 积分 方程 的 Fredholm 行列 式 : 
1 
(1) 9(z) 2-14 à| rto(t)dt, 
0 
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(2) bz) 21-4 af (x+ t)ọ(t)dt. 
0 
7. 分 别 求 积分 方程 
ades | eic-bd(bdt 十 1 在 各 种 情况 下 的 解 


B | 
8. 在 积分 方程 6(z) = | (sin zt) (£)dt -- z? 中 将 核 sin zt 用 其 寒 级 数 前 面 项 代替 sin zt — 
O 


3 
e) J 求 出 其 逼近 解 


1 
9. 将 积分 方程 w(z) = -| r(e™ — 1)9(t)dt -- e — z 的 核 用 其 Taylor 级 数 的 前 3 项 代替 
0 


转化 为 退化 核 积 分 方程 后 求解 , 并 检验 ol) = 1 是 该 方程 的 精确 解 , 画 出 精确 解 和 逼近 解 的 数 
值 图 形 进 行 比较 . 


配 位 法 
1. 用 待定 系数 法 , 配 位 法 求解 积分 方程 


Tt— 


1 42 
(z) = | aA dt = z arctan - (提示 : Wt (zr) = A1 + Ax, 精确 解 (x) = —1.) 


0 T? + t? 


1 
2. 用 待定 系数 法 求解 积分 方程 6(z) = | sinh(z + 9(b)dt, 并 用 退化 核 方法 求 出 其 精确 
zi 
解 并 绘图 比较 . | l 
(提示 : W (r) = A + Aor + z?, 注意 关系 式 | sinh(z + t)dt = asinhz, | tsinh(z+ 
-1 -1 


1 
t)dt = bsinh z, | t^ sinh(z + t)dt = csinhz, 
1 


a = 2sinh 1 = 2.3504, b —2e = 0.7358, c= 6sinh1-— 4cosh 1 = 0.8788, 


精确 解 为 wz) = z^ 十 asinhz 十 Bcoshz， 
6sinh 1 — 4cosh 1 1. B 
Q = 2—(1/2sinh 2)? = —0.6821, B = qQ (3 sinh 2 一 ) = 0.5548. 
3. 用 配 位 法 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 
2,2 ~ 
| e*t p(t)dt 22(1—2z^), xe [0,1]. (提示 : 设 $(7z) = A + Azz.) 
0 
4. 用 Galerkin 法 求解 积分 方程 
1 
(z) = | (xt? — z)o(t)dt + T +1, 
X 


并 用 退化 核 方程 求 出 其 精确 解 , 再 进行 比较 . 
1 
5. 用 Galerkin 法 求解 积分 方程 (x) = | z^e"*G(t)dt — z(e” — e 7) 十 1 
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数值 积分 法 

用 数值 积分 法 求解 下 列 方程 的 近似 解 : 
1 

(1) | e gd 一 er(5e 十 6)， 
0 


(2) gp) = 于 | é(Dat--e - E 5 并 与 精确 解 (z) = e, 


(3) $(z) = ji zto(t)dt + sin z 一 " 并 与 精确 解 (x) = sinz, 
0 


1 


B zt 2ctzcz 
4) €) = | odt n ES, 
6)9-z| 1$ aen 


1 
(6) $(z) = -a | z^ (cos nzt)o(t)dt + nz(l + sin xz) — 2sin? T, 
0 


(D wo) = | Ke, DNAd + 2 — 2), 


( 提示 : 精确 解 为 $(z) = tan (3 sinz) + cos £ — L.) 
(8) 当 核 K(x,t) 与 自由 项 f(x) UR 3.11 的 形式 给 出 时 , 求解 积分 方程 


p(z) = K (z, t)ó(t)àt + f). 


X 3.11 核 K(z,t) 和 自由 项 f(x) 在 代表 性 点 出 的 值 


ee | 0.0000 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 

0.0000 0.0400 0.1600 0.3600 0.6400 

0.0400 0.1200 0.2800 0.5200 0.8400 

K (z, t) 0.1600 0.2800 0.4800 0.7600 1.1200 
0.3600 0.5200 ^ 0.7600 1.0800 1.4800 

0.6400 0.8400 . 1.1200 1.4800 1.9200 

1.0000 1.2400 | 1.5600 1.9600 2.2400 

f(z) —102.33 | —101.33  . —98.33  —93.33  —86.33 | —77.33 

对 称 核 


1. 确定 下 列 对 称 和 的 登 核 : 


oo 
Kr i)- 2:2 sin 7T2 sin ja. 


j=1 


: 105 . 


1.0000 


1.0000 
0.2400 
1.5600 
1.9600 
2.4400 
3.0000 
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2. 利用 对 称 核 关 于 特征 函数 的 展开 式 证 明 核 KC t) -l vates “0<ats1 
一 2Z)， mr»l, 


OO si iT . T 
ARREA Ks.) c2 respi, 
— 1 x 


4. 求 下 列 对 称 核 的 特征 值 与 特征 函数 : 


(1) K(z,ot) 21—|r—t|, -1&z,txl, 
(2 K(z,jt) 2e *-*, Oxcm,t&l, 
(3) K(z,t) = sin z sin(t — 1), -—zxxzkt, 
sin tsin(x — 1), tzmrzt&m, 
; n 
sin (z+ =) sin (t- =) A < t, 
(4) K(z,t) — 
T 
sin (t+ z)si sin (z - =) l < m, 
—-e 'shz, Oxz«xt, 
(5) K(z,t) — 
—e *sht, t<r<l, 


(6) K(z,t) = min(r—t), Oxz,t«x1. 
5. 考虑 具 对 称 核 的 齐 次 Fredholm 积分 方程 


olr) 一 入 | cos(x + t)o(t)dt, 


(1) 证 明 该 核 的 特征 值 是 实 的 , 且 相应 的 特征 函数 是 正 交 的 ， 

(2) 证 明 该 对 称 核 在 {(zx,t) :0 < zz & x,0 < t < n) 平方 可 换 ， 

(3) 确定 Mercer 定理 可 否 应 用 于 该 问题 , 如 果 可 以 , 导出 该 对 称 核 的 双 线性 表示 式 

(4) 利用 预 解 核 方法 求解 非 齐 次 对 称 核 积分 方程 bz) =A | cos(z + t)ó(£)dt + z, 考虑 非 


齐 次 Fredholm 积分 方程 olr) = 入 | cos(x + t)ọ(t)dt + z. 
0 
6. 考虑 非 齐 次 Fredholm 积分 方程 w(z) = 2 | K (z,t)o(t)dt + cos2z, 
0 


sinzcost,0 € zx «t, 
K(z,t) = 


sin tcosz,t Ê< qx [Ê 


ban 


(1) 验证 该 核 K(z,t) 是 对 称 的 , 在 (mt) 0 < 2« 3,0 < < Z) POTR, 


JU 

<J 

(2) 将 具 上 述 核 Kt 的 齐 次 积分 方程 wz) = 2 | * K(z, t)ó(t)at 化 为 微分 方程 并 求 出 
0 

其 特征 值 和 特征 函数 ， 
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(3) 根据 (2) 的 结果 求解 刚 开 始 给 出 的 非 齐 次 Fredholm 积分 方程 . 
7. 求解 下 列 对 称 核 积分 方程 : 
(1) (x£) = 3 (z^ + xt + t^)o(t)dt = 52? + Az? + 3x + 2, 
0 
Bola) = 入 | ete, A#1, 
1 
(3) dz) = 3i (z 4- t)ó(t)dt +z, 
(4) bz) = (6 — 4V3) [ (x + t)ó(t)dt — V 3z + 1, 
0 
(5) (z) = [ (z^ + zt + t^)o(t)dt + 252^ — 1024, 
0 
(6) $(t) = | - sin |x — t| é(t)dt + 1, 
0 
z(2 —t) Oxcrxt 
q? 1 5 9 ) EAE 
Toa = | KEDE, Klet) = 
4 jo 2 t(2 — x) 
— t&z«l 
sinhzsinh(t — 1) TEM 
7 nh) — ^ C39 99 
(8) é() = -| x (zt) (Ddt + re", K(z,t) = 
sinhtsinh(z — 1) pie 
sinhl i Do M 
(9) e)» A[ [6-6 - ile-ti} oea 
049 - | nid hei 
2x 1 — 2h Ll t) + h? l 
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本 章 主要 介绍 几 种 常用 的 求解 Volterra 积分 方程 的 方法 . 
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有 限 差 分 逼近 是 一 个 求解 Volterra 积分 方程 简单 直观 的 逼近 方法 . 事实 上 , 已 
在 2.1 节 描 述 过 有 限 差分 逼近 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 过 程 . 下 面 以 第 二 类 
Volterra 积分 方程 
gz) -A| Klod = f (4.1.1 
为 例 . 同 2.1 节 一 样 , 用 一 个 适当 的 和 式 代 替 积 分 , 并 在 n 个 离散 点 计算 , 就 用 代数 
方程 组 


(ED Qu) om en 
代替 了 积分 方程 (4.1.1). 将 方程 组 (4.1.2) 改写 成 矩阵 形式 


(I — Ak)ó = F, (4.1.3) 


其 中 , o A FARE g (2) 和 f (2) 为 分 量 的 矢量 


在 这 种 情形 下 , 矩阵 K 实际 上 是 一 个 主 对 角 线 及 其 以 上 所 有 元 素 都 为 零 的 三 
角形 和 矩阵 


0 0 0 0 0 
ka 0 0 0 0 

K= | ks ks 0 0 0j, (4.1.4) 
knı kn2 kn3 kanci 0 


为 求解 方程 组 (4.1.3), 正如 2.1 节 , 对 于 Fredholm 积分 方程 , 逆转 矩阵 可 得 
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$—-(I-AK)'|F, (4.1.5) 


最 多 有 个 A 的 值 , 即 特 征 值 使 得 该 逆 矩 阵 不 存在 , 而 特征 值 和 的 这 几 个 值 就 是 
特征 方程 
II - AK| = 0 


的 根 . 
但 对 这 里 讨论 的 Volterra 方程 , 对 于 所 有 A 都 可 以 求 出 了 T- AK BS ABE, 这 
是 因为 (4.1.4) 表示 的 矩阵 IK 是 一 个 攻 零 矩阵, 特别 K^ = O, 故 


(I — Ak)(I + Ak -- Mk? +- + ArI") = T, 
(I — Ak)! = I + Ak + MK? 十 十 XLR | 


所 以 由 (4.1.5) 得 
$ = (I t Ak t MK" + HATIR"), 


从 这 一 点 可 以 看 出 Volterra 积分 方程 与 Fredholm 积分 方程 之 间 有 一 个 很 大 
的 不 同 , BE Volterra 积分 方程 对 于 和 的 一 切 有 限 值 , 其 解 (4.1.5) 都 是 存在 唯一 的 ， 
但 对 Fredholm 积分 方程 的 n 个 值 使 其 没有 唯一 解 ， 即 或 者 无 解 或 者 有 无 穷 多 解 . 
一 般 情况 下 , 第 一 类 积分 方程 更 难处 理 , 如 果 研 究 第 一 类 Fredholm 方程 的 类 似 的 
有 限 差分 , 就 导致 如 下 类 型 的 方程 组 : 


K$- F. (4.1.6) 


这 样 , 如 果 K| z 0 AWE, 因此 方程 (4.1.6) 有 唯一 解 . 如 果 |K| = 0, 则 方程 
(4.1.6) 要 么 无 解 , 要 么 有 解 但 不 唯一 . 对 于 方程 (4.1.6) 表示 一 个 Volterra 积分 方程 
的 情形 , 正如 方程 (4.1.4) 那样 , K| = 0, 于 是 要 么 无 解 , 要 么 有 解 但 不 唯一 . 

例 4.1.1 ”利用 有 限 差分 逼近 法 求解 积分 方程 


bla) -| E- adt = z 
0 
E ”直接 用 上 述 有 限 差 分 逼近 法 经 过 编程 计算 并 对 结 氮 数 为 3, 4, …, 9 时 的 
近似 解 与 该 方程 的 精确 解 olx) = sinz 进行 了 比较 , 见 表 4.1. 


表 4.1 例 4.1.1 中 方程 当 结 点 数 为 3, 4, :……, 9 时 的 近似 解 与 精确 解 比较 
结 点 数 3 4 5 6 7 8 9 
计算 值  0.1495003  0.1987519  0.2475066 0.2956425  0.3430393  0.3895785  0.4351438 
精确 值 ”0.1494381  0.1986693  0.2474040  0.2955202  0.3428978  0.3894183  0.4349656 
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4.2 BKE 
第 二 类 Volterra 方程 


66) = 入 | K(,06()dt- fG) 


也 可 以 用 逐次 逼近 法 求解 , 求解 过 程 类 似 于 3.2 节 . 也 可 按 下 列 步 又 : 


设 方程 (4.2.1) 的 解 存在 且 展 开 为 关于 和 WERK 
o (zx) = do (x) + $1 (£) A + d» (z) A? t pn (7) M +> 


把 (4.2.2) 代入 方程 (4.2.1), 两 端 入 JR RRBUNE IH SE. 于 是 


(4.2.1) 


(4.2.2) 


(4.2.3) 


当 求 得 polz), di(x), do(z), ^, Pnl), ,代入 级 数 (4.2.2), 该 级 数 对 任意 入 绝对 
且 一 致 收敛 , 于 是 积分 方程 (4.2.1) 对 任意 入 存在 唯一 解 , 且 由 (4.2.2) 给 出 . 而 3.2 


节 对 第 二 类 Fredholm 方程 运用 逐次 逼近 法 时 入 并 非 任 意 而 是 必须 满足 一 定 条 件 
时 近似 解 才 收敛 . 
一 般 情况 下 , 有 


定理 4.2.1 如果 核 K(x,t) 及 自由 项 f(x) 是 实 连续 函数 , 则 第 二 类 Volterra 


方程 
66) = 入 | KG.0e(dt f) 
对 任意 的 和 存在 唯一 的 连续 解 , 且 解 可 以 用 逐次 逼近 法 求 出 
UEBER K(z,t) 和 f(z) 是 实 连续 函数 , 所 以 有 界 , 妈 


IK(z,t)| «C, |f(z) « B 
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于 是 


lo(z)] = Fo < B, 
ual | |K (e, t)| ldo(£)| ldt] < BC(z — a), 

T TE 2 
pola) = | IKC, lllat < pc" S79. 


goo) = [ IKE, DI alat < B EZE. 


从 而 数 项 级 数 》' |M|BC" 亿 二 多” 对 任何 a ie, TASTA HIE DOR 


n-—0 


(4.2.2) 的 控制 级 数 ， 所 以 级 数 (4.2.2) 绝对 且 一 致 收敛 , 其 和 函数 (m) 是 积分 方 
程 (4.2.1) 的 连续 解 . 


注意 : 仅 有 唯一 的 连续 解 , 也 许 还 有 不 连续 解 , 如 
Bj 4.2.1 方程 f(x) = | st?-5)f(s)ds 有 解 f(x) = 0, 核 s(*-s) 连续 , 但 
0 

f(z) = ex*- 1 (c 为 任意 常数 ) 也 是 该 方程 的 解 , 当 c 7:0 时 , ERE 0 后 不 连续 

类 似 3.2 节 K) = [ K (z, t) K*-U (t, s)dt 叫做 核 K(z,s) 的 大 次 双核 , 其 中 ， 
KU(z,s) = K(z, s). 同样 R(z, s; A) -y 3 L KO (x, s) RA Volterra 积分 方程 
(4.2.1) 的 解 核 . u 

通过 例子 给 出 求解 Volterra 积分 方程 的 逐次 逼近 法 的 过 程 . 

例 4.2.2 ”用 逐次 逼近 法 求解 Volterra 积分 方程 

(x) = (1-4 x) eT (x — s) ó(s)ds. 


BE K®(z,s)=zr-s, 


K?) (z, s) = | (x — t) (t — s) dt = iss 


T (gy — us py — s) 
P = Oa 


于 是 
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当 入 =1 时 , (x) = e. 
例 4.2.3 ”用 逐次 通 近 法 求解 Volterra 积分 方程 


ó(r)-—1- | Zs0(s)ds. 
0 
解 KO(x,s) = zs, 
KO (x, s) — | zt sdt = (zts 一 zs ) , 


KQG (z,.s) 二 | [enge ec) dt 


$ 


1 
"d (zl10s — 3x7 s4 + 3x*s" — zs19), 


FÆ 


T1? 


T3 T9 Mh 
zd 再 oe A IU euh 
é(z) lt - 2.5.8 2.5.8.11 ' 


人 
例 4.2.4 求解 Volterra 积分 方程 


T 


é(z) — | e*-*$(s)ds = g(z). 


0 


BE KO(x,s)-— | e" yey ?dy = (x — s)e^ | 


y 


ORSI) » viec e*-*g(s)ds 


0 n-—1 


4.2 逐次 逼近 法 . 113- 


— g(x) + ^| elà+1) (2—8) o(s)ds. 
0 


定理 4.2.2 M4 
(1) g(t), 0 < t < T 连续 ; 
(2) HF— PEERK h ROSTL S To & T Ht, 


T» t 
| k(t,s)h(s)ds 和 | k(t, s)h(s)ds 
Ti 0 


(3) k(t,s) 关于 s Æ 0 «t « T 上 绝对 可 积 ; 
(4) FEM 0 = To «T1 « T3 « <Ty <T, 对 所 有 的 i 及 T < Ta, 


min(t,Ti+1) 
| IK(t,s)|ds < a <1，a tñ iX; 


Ti 


t 十 0 
(5) vt € [0, T], lim. | |k(t -- à, s)lds — 0, 


则 方程 (4.1.1) YE 0 « t cT 上 有 唯一 的 连续 解 . 
例 4.2.5 $% k(t,s) = (t-s) 12 满足 定理 4.2.2 的 所 有 条 件 , 因此 方程 


f(t) = g(t) + | (t — s)-1? f(s)ds 


0 
对 所 有 的 g 有 唯一 的 连续 解 ， 
例 4.2.6 ”方程 fd = | (2 — s2)-12 f(s)ds 有 两 个 连续 解 , 一 个 是 平凡 解 
0 


f(t) = 0, 还 有 解 f(t) =t. 这 是 因为 核 (02 — 52) L7? 虽然 满足 定理 4.2.2 的 条 件 (2) 
和 (3), 但 不 满足 定理 4.2.2 的 后 两 个 条 件 . 
下 面 做 两 个 练习 : 
1. 验证 核 
(1) k(t, s) = (t — s) /2; 
(2) k(t, s) = s(t? — 82) H9 
分 别 满足 定理 4.2.2 的 条 件 (2)~(5). 而 
(3) k(t, s) = (t? — s2)-17? 
只 满足 (2) 和 (3), 却 不 满足 (4) 和 (5). 
2. 用 定理 4.2.2 说 明 方 程 
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«o-l 


对 所 有 0 < T < oo 有 唯一 连续 解 . 
定理 4.2.3 ” 设 方 程 (4.1.1) 中 核 k(t,s) 关于 s 当 0 和 ti 乏 了 绝对 可 积 , 且 该 
方程 有 一 连续 解 , 还 假设 存在 函数 G(t) 和 K(t, s), 使 得 |g(t)) < G(t, O«t« T, 


其 中 ， 


Ik(t,s)) < K(t,s, Oxsxts«T 


且 当 方程 | 
F(t) = G(t) + | k(t, s)F(s)ds (4.2.4) 
0 


对 o< t < TT 有 一 连续 解 , 则 |f(t)| < F(t,0t« T, 这 里 为 方便 已 取 入 = 1. 
证 明 ”由 方程 (4.1.1) 得 


Hf (| < lg(t)] + | klt, s) | f(s) ds < T. 
方程 (4.2.4) 减 去 上 式 得 
F(t) - If)| > | k(t, sj{F(s) — |f (s)])ds. 


由 于 F(0)—]|f(0) > 0 E k(t,s) 是 正 的 , 显然 对 所 有 tT 有 F(t) — |f(t)| > 0. 
例 4.2.7 设 k(t,s) F g(t) 是 有 界 的 , BE |k(t,s)| < k, |g(t)| < G, 则 (4.2.4) 成 


为 t 
F(t)=G+ k| F(s)ds, 
0 
TAP 
F(t) = Ge. 
于 是 


[F| < Ge, 0oOx«t«T. 


例 4.2.8 — WE k(t,s) 和 g(t) 同上 例 , 设 f(t) 是 方程 (4.1.1)( 取 入 = 1) KEE 
解 , 且 使 得 


r(t) — g(t) - | k(t, s)f(s)ds — Fé). 
于 是 f(t) - f(t) 满足 


— 
一、 
Ce 中 
bh d 
| 
1 
-一 
Ce 中 
N” 
| 
m 
一 
~h 
Ne 
起 
— 

C 

e 
tmm 
SR 

VA 
bh d 
一 一 
~= 
ATN 
N 

| 
1) 


(s)}ds. 


4.3 ”转化 为 党 微分 方程 的 初 值 问题 : 115 . 


如 果 (r(t) < e, 则 由 例 4.2.7 的 结果 知 |f(t) — F) < ee" 
例 4.2.9 考虑 方程 


t 
f(t) = cost 十 | cos?(t — s)e- t9) ds. 
0 


由 于 方程 
F(t) =1 + | e- (*-9 F(s)ds 
0 
有 解 
F(t) 21-1, 
TEA 
f(t)) € 14 t. 


4.9. TAGLIA CH 23 ERR UAE e) I 


有 时 将 Volterra 积分 方程 转化 为 常 微分 方程 的 初 值 问题 可 使 得 求解 更 容易 些 ， 
如 例 4.2.4 中 的 积分 方程 也 可 变 为 很 简单 的 微分 方程 的 初 值 问题 , 从 而 使 求解 过 程 
简化 . 

例 4.3.1 求解 积分 方程 


(x) 一 af e^ ?o(s)ds = g(x). (4.3.1) 
解 ” 对 积分 方程 (4.3.1) 求 微 商 得 
p (x) — Ad(x) 一 af ez o(s)ds = g'(x). 
0 
然后 与 原 方程 (4.3.1) 相 减 得 以 olr) 作 未 知 函 数 的 线性 一 阶 微分 方程 
bz) 一 (人 十 1)gz) = g'(z) — g(z). 
在 原 方程 (4.3.1) 中 令 z = 0, 可 以 得 到 微分 方程 的 初 值 条 件 


于 是 由 一 阶 线性 微分 方程 的 经 典 解 得 


é(z) — g(z) ^ af e (2-9) oCs)ds. 


与 例 4.2.4 中 的 结果 一 致 
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一 般 情 况 下 , 如 果 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 核 K(z,s) 与 目 由 项 f(x) 有 关 
于 对 变量 r 的 连续 导 函 数 , 则 可 通过 对 方程 两 端 求 导 , 将 其 化 为 常 微分 方程 的 初 值 
问题 , 尤其 当 核 K(x, s) 是 关于 (zx - s) 的 多 项 式 , 这 样 的 转换 使 得 求解 更 为 方便 . 

Bj 4.3.2 ”求解 积分 方程 


(z) = | ó(s)ds + e”. (4.3.2) 
0 
解 ” 对 原 方程 两 端 关 于 zx KFA 
p (rz) = p(z) +e. (4.3.3) 
将 z= 0 融入 原 方程 得 
$(0) — 1, (4.3.4) 


这 便 是 方程 (4.3.3) 初始 条 件 . 于 是 方程 (4.3.3) 与 条 件 (4.3.4) 是 一 常 微分 方程 的 初 
值 问题 , 立 得 其 解 为 
p(x) 一 e + re”. 


例 4.3.3 解 方程 


p(x) = 4e? + 3r — 4 — | (x — s)ọ(s)ds. (4.3.5) 


解 DE (43.5) 两 端 关 于 z 求 导 得 


p (x) = 4e -3— | p(s)ds, (4.3.6) 
0 
再 对 方 称 (4.3.6) 关于 z 求 导 得 
p” (x) = 4e* — (zx). (4.3.7) 


将 z = 0 带 入 方程 (4.3.5), (4.3.6) 得 
$(0)—0, dQ(0)- T7. (4.3.8) 
方程 (4.3.7) 满足 初始 条 件 (4.3.8). 的 初 值 问题 的 解 为 
p(z) = 2ez — 2cosz + 5sinz. 
5| 4.3.4 ”求解 积分 方程 
bl) = | (ss)6(s)ds + f(a) (4.3.9) 


4.3 ”转化 为 党 微分 方程 的 初 值 问 题 “117. 


解 ” 对 原 方程 两 端 关 于 z 求 导 得 


p (x) = | p(s)ds + f'(x). (4.3.10) 
对 方程 (4.3.10) 再 关于 z 求 导 得 
$^ (x) = (x) + f° (2), (4.3.11) 


在 方程 (4.3.9), (4.3.10) FS 2 = 0, ¢ 
(0) = f(0), (0) = f'(0). (4.3.12) 
方程 (4.3.10) 和 条 件 (4.3.12) 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 初 值 问题 , 于 是 立 得 其 解 为 
dis os flea | ahea: 


更 为 一 般 地 , 当 核 K(x,s) 是 关于 (x — s) 的 初等 函数 时 , 有 时 积分 方程 转化 为 
微分 方程 初 值 问 题 求解 更 容易 . 
例 4.3.5 解 方 程 


(x) = coshz 一 | sinh(z — s)ġ(s)ds. (4.3.13) 


解 DF (43.13) 两 端 对 z 求 导 得 


p (x) = sinhz 一 | cosh(z 一 s)0(s)ds， (4.3.14) 
再 对 方程 (4.3.14) 两 端 关 于 z 求 导 得 
$" (zx) = coshz 一 | sinh(z — s)ġ(s)ds—¢(zx). (4.3.15) 


将 方程 (4.3.15) 右 端 olx) 用 (4.3.13) 代 换 后 立 得 
$^ (z) — 0, (4.3.16) 
将 z= 0 带 入 方程 (4.3.13) 和 (4.3.14) 得 | 
$(0)—1, d4'(0)- 0. (4.3.17) 
于 是 初 值 问题 (4.3.16) 在 (4.3.17) 条 件 下 的 解 为 
$(z) — 1. 
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当 Volterra 方程 具有 退化 核 时 , 某 些 特殊 情况 下 可 以 通过 转化 为 微分 方程 组 使 
求解 更 方便 . l 
对 第 二 类 退化 核 Volterra 方程 


plx) = f(z) 十 [ P» sh) p(s)ds (4.3.18) 
写 为 形式 
= f(2) + Y ai) | ee (4.3.19) 
记 x 
全 下 | COT DRESS TN (4.3.20) 
$i (x) = bi(z)ó (x). (4.3.21) 
由 方程 (4.3.19) 和 (4.3.20) 知 
(x) = f(x) + 2, a; (z)ó; (x). (4.3.22) 


将 (4.3.19) 代入 (4.3.21) 的 关于 9i(z) = 1,2, ,n 的 微分 方程 组 
$i (x) = b;(z) f (x) -Da z)br)Ói(m) n=1,2,..……,n (4.3.23) 
K r= 0 代入 (4.3.20) 得 


$i(0) = 0， i-1,2,.,n. (4.3.24) 


当 变 系数 一 阶 微分 方程 组 (4.3.23) 在 条 件 (4.3.24) 下 的 Cauchy 问题 的 解 $;(z) K 
出 后 代入 (4.3.22) 便 可 求 出 原 积分 方程 的 解 (or). 
例 4.3.6 解 退 化 核 Volterra 方程 


$ó(x)-—1 +f: (s )ds (4.3.25) 


pila) = |. seas, 


则 
é(z) =1+ =h(z). (4.3.26) 
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BT 
Poe 
所 以 
1 
oea i " a) —nÜÁà 


p(T) — di(z)- x — 0, (4.3.27) 
而 
$1(0) = 0, (4.3.28) 


求解 微分 方程 (4.3.27) 在 满足 条 件 (4.3.28) 下 的 定 解 问 题 , 得 
0g1i(Z) = e” —-gz-—l. 


于 是 由 (4.3.26) 得 积分 方程 (4.3.25) 的 解 
so - 1 i (Se -2-1]- = (26771 - 1). 


当然 , 变 系数 一 阶 微 分 方程 组 的 Cauchy 问题 , 没有 统一 的 一 般 方法 , 所 以 上 述 
方法 只 对 特殊 情况 适用 , 并 非 对 所 有 的 退化 核 的 Volterra 积分 方程 能 够 适用 . 
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前 3 节 介 绍 了 求解 Volterra 方程 的 有 限 差 分 逼近 法 、 逐次 通 近 法 及 转化 为 求 
解 常 微分 方程 初 值 问题 的 方法 , 但 都 是 对 于 一 些 特殊 类 型 的 积分 方程 适用 , 本 节 介 
绍 的 数值 积分 法 可 以 适应 更 一 般 的 情况 . 所 谓 数值 积分 法 就 是 把 积分 方程 中 的 积 
分 用 有 限 ”项 之 和 近似 代替 , 这 样 积 分 方程 就 可 以 转化 为 一 组 n 阶 代数 方程 组 , XE 
而 求 出 积分 方程 在 n 个 代表 点 的 近似 解 的 值 , 即 o (zi) 三 (i = 1,2,3,…,n)， 然 
后 可 用 Newton 插值 公式 或 Lagrange 插值 公式 求 得 对 于 任意 z 的 解 的 一 般 表 过 
式 . 其 优点 是 可 以 避免 前 述 方法 中 可 能 出 现 的 多 项 复杂 的 积分 运算 , 减少 计算 量 . 
而 且 当 积 分 方程 核 只 在 某 些 离散 点 上 给 出 相应 值 ， 而 不 是 解析 表达 式 时 , 该 方法 更 
显示 其 优越 性 . 当然 这 种 方法 根据 对 解 的 精度 的 要 求 , 代表 后 数 n 以 及 数值 求 积 公 
式 的 选择 很 重要 . 一 般 情 况 下 , 正 像 3.5 节 求 解 第 二 类 Freholm 积分 方程 通常 选择 
Gauss 求 积 公式 , 而 Newton-Cotes 积分 公式 更 适合 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 数 
值 求解 . 
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本 节 主 要 通过 几 种 不 同类 型 的 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 数值 积分 解法 的 例 
T, 其 中 , 部 分 例子 将 近似 解 与 精确 解 进行 比较 , 检验 数值 积分 方法 的 精确 性 , 例子 
中 没有 介绍 计算 机 程序 , 而 主要 解释 数值 求 积 方法 的 原理 . 

一 般 情况 下 , 对 于 第 二 类 Volterra 积分 方程 


pla) -A| KEDO fa), (4.4.1) 


其 中 , K (zx,t) 定义 在 a < t+ < x < b,f(z) 定义 在 a < zz <b 上 . 利用 数值 积分 法 ， 
求 其 近似 解 的 原理 如 下 : 

当 a<zrz<t<b FT, 定义 K (x,t) = 0, 则 Volterra 方程 (4.4.1) 可 看 成 第 二 类 
Freholm 方程 , 类 似 于 3.5 节 , 在 方程 (4.4.1) P, $ z = zi (i = 1,2, ,n), 然后 利 
用 某 种 数值 求 积 公式 , 将 其 积分 项 用 有 限 和 代替 , BE 


$i — À y Wm Kimóm = fi, $—1,2,:::,n, (4.4.2) 
m-1 
其 中 ， Qi = ó(zi),Wm 是 数值 求 积 公式 中 的 权 系 数 ， Kim = klti Xm), fi = Ts 
该 n 阶 线性 代数 方程 组 , 由 于 其 系数 矩阵 是 一 个 下 三 角 阵 且 o = $(a) = fo = 
fla), 可 以 很 方便 地 求解 . 当 9; 求 出 后 , 近似 解 为 


bz) 一 入 x Wm K (7, Tm) bm + f(x), (4.4.3) 
m= 二 1 
取 极限 , 即 当 i oo 时 , 这 个 近似 解 一 致 收敛 于 积分 方程 (4.4.1) 的 精确 解 
下 面 利用 简单 的 而 通常 熟悉 的 梯形 求 积 公式 为 例 , 说 明 数 值 积分 法 求解 过 程 . 
考虑 第 二 类 Volterra 积分 方程 


olz) = | K (z, t)ó(t)dt + f(x). (4.4.4) 


首先 将 积分 区 间 (a,z) 分 成 等 分 的 子 区 间 , 每 个 子 区间 宽 为 六 = 一 一 (n > 
1), 其 中 , rn 是 r 的 终点 , 对 于 具体 问题 可 以 选择 具体 的 终点 zn. 令 to = a, ti = 
a+ih = to + ih, BF t,x 相互 独立 的 变量 (to — tg — t,z = A4 — ta, 2i = ti), id 
olti) = (xi) = di, f(zi) = fi, K (zi,ti) = Ki, 当然 , 24 t; > zi 时 K(zi,t;) 三 0. FH 
原 方程 知 $(zo) = f(a). 现在 利用 梯形 求 积 公式 将 方程 (4.4.4) 中 的 积分 用 有 限 和 
代替 得 


| K (z, t)ġ(t)dt ~ h [Kis to)4lto) + K(z,5)8(h) + + K(zsts-i)ó (bai) 
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 5K(2,t5)ó(t5) | (4.4.5) 
其 中 ， h=——, t «z,j2zlr-z,-—t. 
于 是 原 方程 (4.4.4) 可 用 下 列 和 式 通 近 : 
o(a) = F(E) + h| SK Gr ts)ó(1o) + K (n, bi) Olt) += + Kle tsi) i) 
" 3K (E, t.)9(6) | (4.4.6) 


其 中 , t; ST.) 20,5 datas 
WRS z= zi(i = 0,1,2,…,n) 代入 上 述 方程 得 


$(zo) = f(zo) = f(a) = fo, 
由 Ti) f (2) +h p + Kii191 十 …: 


T Kij- 195— 1 t3 二 | 7 = 1,2, zem „T, tj S Ti. (4.4.7) 
整理 方程 (4.4.7) 得 

po =f, 

h 
—5 #100 + ( Ku) $1 =f, 

h h 
-722000 — hK2161 + ( 之 2 Kai) $2 = f2, 

: A (4.4.8) 
-73000 — hK3191 — hK32¢%2 + ( x: 2 Kss ) $3 = f3, 


h h 
9 no Q0 n h Koi RU hkKn292 Ee + 一 2 Kn ) pn = fn- 


这 是 关于 n 十 1 个 未 知 数 90,91,… on 的 n +1 阶 线性 代数 方程 组 , 但 它 形式 特 
m, 可 从 do = fo 开始 代入 第 2 个 方程 , 便 可 求 出 办 

fi ^ h/2fo 

1 À/2K,r 

再 将 do, 01 WAB 3 个 方程 , 便 可 求 出 $2; 如 此 重复 代 换 , 直到 第 n+1 个 方程 求 
出 on, 通过 下 面 的 具体 例子 演示 整个 过 程 . 


$1 = 
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例 4.4.1 利用 梯形 求 积 公式 给 出 下 列 Volterra 积分 方程 在 z= 0,1,2,3 和 4 
点 处 数值 解 逼 近 值 


T 


p(T) 一 2 十 | (t — x)o(t)dt. (4.4.9) 


0 


解 EM UN NEAN po = $(0) — 0, 
0, Log, 


因为 n = 4, 所 以 ~ = 工 将 它们 代入 方程 组 (4.4.8) 得 


而 — fo — 0, 
1 

—25 1090 + (1- gui) $i —ped 
1 ] 

一 7 从 2090 — K2191 + - 1 $2 =f2=2, 
1 1 

一 7 人 3000 一 下 3101 — K3292 + «(a ES Bs ) $3 x =3, 


-5 Kino 一 人 4101 — Ka202 — ÉKas03 + E = a) $4 — f4 — 4. 
考虑 到 
fases dede. Kist sexo. Aasa 
K22—0, £K30—-—3, K31-2, Ksa2—-1, 人 as 三 0， 人 40 三 一 4 
K41——3, K42—-—2, K43—-—1, 人 4 三 0 


及 po = 0. 
上 述 方程 组 简写 为 
o = 0, 
$1 =0, 
01 02—1, 
291 二 $2 + %3 = 3, 
301 十 202 + $3 + $4 = 4, 
立 得 


Po 2 0, $1 vu L; $2 二 1, $3 E 0, $4 = 一. 
将 此 近似 解 在 z = 0,1,2,3,4 点 处 的 值 与 其 精确 解 yz) = sinr 在 这 些 点 处 的 
值 进行 比较 , 列 于 表 4.2 和 图 4.1. 由 于 只 是 为 了 简明 的 说 明 求 解 过 程 , 而 没有 强调 
解 的 精度 , 所 以 这 里 只 取 n = 4, 事实 上 , 当 取 的 合适 后 精度 会 达到 较 好 的 要 求 . 
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X 4.2 Volterra 7j (4.4.9) 的 数值 解 与 精确 解 比较 


Z1 0 1 2 3 4 
数值 解 0 1 1 0 =i 
精确 解 0 0.8415 0.993 0.1411 一 0.7568 


图 4.1 Voltera 积分 方程 4.4.9 数值 解 与 精确 解 比 较 


例如 , 35 n= 8 时 , 结果 明显 精确 许多 , 留 在 练习 中 . 
例 4.4.2 ”利用 数值 积分 法 去 求 第 二 类 Volterra 积分 方程 


p(z) 一 | e-?-'ó(t)dt = (4.4.10) 


在 [0,1] 的 近似 解 . 


解 ” 利 用 梯形 求 积 公式 , 类 似 方程 (4.4.4) 的 求解 过 程 , 此 时 n= 5, h = —— " 
0.2, Ki;,i,j — 0,1... ,5 和 f; AX 43. 


表 4.3 7538 (4.4.10) 核 和 自由 项 的 值 

m Koi Ki Koi K3i K4i K5i fi 

0 1.00000 0.81873 0.67032 0.54881 0.44931 0.36788 1.00000 
1 0.81873 0.67032 0.54881 0.44933 0.36788 0.30119 0.68378 
2 0.67032 0.54881 0.44933 0.36788 0.30119 0.24660 0.48576 
3 0.54881 0.44933 0.36788 0.30119 0.24660 0.20190 0.35706 
4 0.44933 0.36788 0.30119 0.24660 0.20190 0.16530 0.27003 
5 0.36788 0.30119 0.24660 0.20190 0.16530 0.13534 0.20884 


类 似 方程 (4.4.8) 的 方程 组 , 利用 梯形 求 积 公式 , 此 时 方程 (4.4.10) 可 离散 为 
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Po = fo, 
h h 

-71000 T ( es zu) $i — f 
h h 

—3 200 — hK2141 + ( = 1) $2 = fə, 
h h 

—3 K3060 — hK3191 — hK3292 十 ( = Ka) $3 = fs, 
h hi 

—3 K4060 — hKa101 — h.& 4202 — hE433 + (1 — Ska) $4 = fa, 


h h 
— 73090 — AKs191 — hK5202 — hssps — hlsapa + ( = Ks) $5 = fs. 


于 是 可 依次 求 出 
h- 5 fo 
$9 —1, $1— 5 = 0.8207, do = 0.6731, 
] 一 gn 


$3 = 0.5518, 由 = 0.4523, | ds = 0.3705. 


此 方程 精确 解 为 or) = e-7. 现在 将 近似 解 在 z = 0,0.2,0.4,0.6,0.8,1.0 的 值 
Po, Q1; 02; Q3, $4, 5 与 精确 解 在 这 些 点 的 值 列表 比较 (R 4.4). 


X 4.4 Volterra #2 (4.4.10) 的 数值 解 与 精确 解 比较 


Ti 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
数值 解 1 0.8207 0.6731 0.5518 0.4523 0.3705 
精确 解 1 0.8187 0.6703 0.5488 0.4443 0.3679 

绝对 误差 0 0.0020 0.0028 0.0030 0.0030 0.0026 


通常 Volterra 积分 方程 利用 Newton-Cotes 求 积 公式 更 方便 , 下 面 说 明 用 New- 
ton-Cotes 求 积 公式 求解 第 二 类 Volterra 积分 方程 


ó(z) — | K(x, t)ó(t)dt = f(z) (4.4.11) 
的 过 程 . 


REKA h, 则 点 a,a 十 h,a 十 2h,… t 依次 排列 , 用 表 4.5 将 核 Ki; 和 目 由 项 
f; 的 值 列 出 . 节点 和 权 由 图 4.2 给 出 . 则 积分 方程 (4.4.11) 可 离散 成 线性 代数 方程 
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组 
Po 一 fo; 
1 1 
p= fi+h GA t ;Kuái) i 


1 4 1 
= fa + 2h (8 有 200o + gendi 十 5 Kada) j 


1 3 3 1 
$3 = fa + 3h (Kinds 十 g 52101 十 g 3202 + 1 


1 4 2 4 1 
$4 = fa + 4h t Kao9o 十 gag + o P202 十 g P 4365 十 12 


R45 核 Ki; 和 自由 项 f; 的 值 


t 
dep vf 
h 
apte GEET 
9 — NET a SS ;3/8 LS , 2/6 
Ld od 4[6.....,9/8....., je 
1/2: 1/6 1/8  i1/6 
0 h— T 
0 ] 2 3 4 Ka 
图 4.2 ”节点 和 权 


现 以 一 具体 的 例子 说 明 方 法 的 有 效 性 . 
例 4.4.3 利用 Newton-Cotes 求 积 公式 求解 第 二 类 Volterra 积分 公式 方程 


$ (x) 一 | E +6(z — t) — 4 (z — 2^ $ (t) dt = 1 — 2z — 47°. (4.4.12) 
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解 ”该 方程 精确 解 为 9(z) = er. W h = 0.05, 则 表 4.5 现在 为 表 4.6. 节点 和 
权 同 图 4.2. 


X 4.6 方程 (4.4.12) 中 Ki 和 fi 的 值 


3.00 

3.00 3.29 

Kij 3.00 3.29 3.56 
3.00 3.29 3.56 3.81 

3.00 3.29 3.56 3.81 4.04 


fi | 1.00 0.89 0.76 0.61 0.44 


此 时 方程 (4.4.12) 可 离散 化 为 下 列 线性 方程 组 : 


po = 1.00, 


1 1 
fim (3 x 3.2980 + 5 x 3.009.) x 0.05 — 0.89, 


I 


4 ] 
$2 一 x 3.5699 十 6 x 3.009, 十 6 x 3.009. x 0.10 = 0.76, 


3 3 1 
x 3.814 + Z x 3.5601 + Z x 3.2982 + x 3.004. x 0.15 — 0.6, 


© 
A 
| 


©- 
Q2 
| 


®Ql= ole. | 


4 2 4 1 
x 4.0499 + 6 x 3.8191 十 6 x 3.069» + 6 x 3.2993 + 6 x 3.009.) x 0.10 


= 0.61, 


解 得 
po = 1.00000, 4$; = 1.05108, 加 = 1.10513, $s = 1.16178， #4 = 1.10513. 


X 4.7 Volterra 方程 (4.4.12) 利用 Newton-Cotes 求 积 法 的 数值 解 与 精确 解 比 较 


节点 Ti 数值 解 精确 解 绝对 误差 相对 误差 /% 
0.00 1.00000 1.00000 一 0.00000 0.000 
0.05 1.05108 1.05127 —0.00019 0.019 
0.10 1.10513 1.10517 — 0.00004 0.004 
0.15 1.16178 1.16183 — 0.00005 0.005 
0.20 1.22133 1.22140 — 0.00007 0.007 


AR 4.7 中 可 以 看 到 当 x = 0.05 时 , (0.05) = 1.05108 与 精确 解 误差 比 别 的 
节点 处 较 大 . 如 果 取 步 长 为 h = 0.025, 则 得 到 上 (0.05) = 1.05131, 此 时 绝对 误差 
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为 0.00004, 相对 误差 0.00496, 也 即 当 精度 足够 好 时 , 可 通过 调整 步 长 得 到 更 好 的 结 
果 . 


4.5 Volterra 积分 方程 组 


Volterra 积分 方程 组 
$6) - | Kx. s 0(s)ds = f(a) (4.5.1) 
其 中 ， 
kı (t, s, $1(5s), $2(s),*…: , óm(s)) 
ko(t, s, $1(s), 92(s),--- , Gm(8 
"MEL 
km (t, $, di (s), $»(s), vs , $m(s)) 
$1(z) filz) 
02(Z falz 
E Bong pe Rok 
$m (x) fm(x) 
定义 回 量 范 数 
IFE) = max | (4.5.2) 
和 和 矩阵 范 数 - 
IK(z,s, f(8)) = max Y le(s) (45.3) 


定理 4.5.1 如果 f(z) 和 K(z,s,9(s)) 当 0 < s < x <T 时 连续 , 则 方程 组 
(4.5.1) X} 0 < xz<T 有 唯一 连续 解 . 


4.6. Volterra 积分 微分 方程 


通常 Volterra 积分 微分 方程 可 转化 为 Volterra 积分 方程 组 , 如 下 例 : 
例 4.6.1 Volterra 积分 微分 方程 


$ (r)— | Kl(z, s, $(s)ds = f(x), (4.6.1) 


$(0) = ġo. (4.6.2) 
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事实 上 , e(t) = z(t), 则 


e(z) — | kn, see))ds 

(4.6.3) 

é(z) — | A 

BI Volterra 积分 微分 方程 (4.6.1), (4.6.2) 等 价 于 第 二 类 Volterra 积分 方程 组 (4.6.3). 
例 4.6.2 Volterra 积分 微分 方程 


T 


Je | K(z, s,d(s)ds — f (0, (4.6.4) 


. (0) = do. (4.6.5) 
fg “方程 (4.6.4) 两 端 积 分 得 


bo) - | | Frasadsdr= PC) 


交换 积分 次 序 得 
pz) — | M(z, s)$(s)ds = F(z) 
M(z, s) = r K (7, s)dr. 
_ 般 地 , 有 


定理 4.6.1 考虑 积分 微分 方程 
$ (z) = f(x) + h(z)ó(z) + | ki(z, s)$(s)ds + | ko (x, 8)9 (s)ds (4.6.6) 


H. 9(0) = o. 假定 f(x), h(z),ki(z, 8), ka(x, s) 都 在 0 和 s < x < T EE, 则 (4.6.6) 
在 0<z<T 上 有 唯一 连续 可 微 解 . 
WERH 设 dz) AE Zir) 是 下 述 积 分 方程 组 的 解 : 


z 0 0 (4.6.7) 
p(T) =a + | Z(s)ds. 


0 


由 定理 4.5.1 知 该 方程 组 有 连续 解 , 由 于 Z(z) EAE, 故 知 bp(z) 不 仅 连 续 , 而 且 连 续 
可 微 且 d'(z) = Z(z), (0) = o. 因此 pg(z) 满足 方程 (4.6.6), 又 由 于 方程 (4.6.6) 的 
每 个 解 都 满足 方程 组 (4.6.7), 而 后 者 有 唯一 的 解 , 所 以 方程 (4.6.6) 有 唯一 解 . 


| Z(z) = f(z) + h(E) + | ku f (ds + | rale, s) (s)ds 
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4.1 Volterra 疮 积 积分 (微分 ) 方程 
线性 卷 积 积分 方程 
f() 5 g( 4 | itis aiibide (4.7.1) 


由 于 其 核 的 简单 性 , 有 时 求解 卷 积 积分 方程 可 直接 转化 为 求解 微分 方程 . 
例 4.7.1 考虑 苍 积 积分 方程 


FO em es | (t — s)f(s)ds. (4.7.2) 
f ”两 端 求解 得 | 
f) - - | Feds (4.7.3) 
进一步 
f'(t) = -f(t. (4.7.4) 
从 (4.7.2) 和 (4.7.3) 知 f(0) = 1, f0) = 0, 所 以 (4.7.2) 的 解 是 f(t) = cost, 该 解 的 
确 也 满足 (4.7.2). 
通常 , 微分 算 子 与 具有 (t — s)? 形式 的 核 的 Volterra 算 子 有 者 密切 关系 . 例如 ， 
2 t 
ER | (t — s)u(s)ds = u(t). (4.7.5) 
一 般 地 ， 
am | (t Pulsjds = pp- 1) P- a+ D| -Pulas p>1a<p 
(4.7.6) 
请 读者 利用 上 述 关系 式 证 明 
ptl pt 
dn | (t — s)Pu(s)ds = u(t), p20. (4.7.7) 
定理 4.7.1 g(t) 在 [0, T] 上 连续 , 则 方程 
gia Ya! (t — s)! f(s)ds (4.7.8) 


可 表示 为 . 
= g(t) + > aiyi(t) 
i=0 


. 130 . 第 4 章 Volterra 积分 方程 的 常用 解法 


其 中 , y; 是 由 下 列 微 分 方程 组 : 


yo(t) = g(t) + Divi(t) 


yi(t) = iyi1(t), 1=1,2,.… ,Nn, 
yo(0) = y1 (0) =…… = yn(0) 


给 出 的 解 . 
证 了 明 ”定理 3.1 保证 了 (4.7.8) 有 唯一 解 f(t), 定义 


Z(t) -[ (t — s)' f (s)ds, t = 0,1,.…- ; TL, 


则 


s+ Yr (b -0+2 oj (t — s) f(s)ds = f(t) 


于 是 (4.7.8) — " 
= g(t) + > ,ai2i(t) 
?一 0 
对 (4.7.12) 求 导 得 | 
Zo(t) = f(t) = g(t) + > aiZi(t), 


2i = | i(t— s) 1f(sds—iZi; (t, i=1,2,.…: 


由 (4.7.12) 知 
Zo(0) = Z1(0) = 三 Zr(0)=0， 


这 样 Z,(t) 满足 (4.7.9), (4.7.10) 以 及 初始 条 件 (4.7.11). 
定理 4.7.2 ”假定 bi 是 互 不 相同 的 , 则 方程 


f( =g0 + | 3 «5-9 f(s)ds 


的 解 为 
= g(t) — » a. e? (t), 
其 中 , y; 是 微分 方程 组 


y; (t) =e Bit TE Ya ‘yi( 中 1 = 0,1,.… 


idis 


Tb, 


(4.7.9) 


(4.7.10) 
(4.7.11) 


(4.7.12) 


(4.7.13) 


(4.7.14) 


(4.7.15) 


(4.7.16) 


(4.7.17) 


(4.7.18) 


4.7 Volterra 卷 积 积分 (微分 ) 方程 


yi(0) —0 
的 解 . 
证 明 S pi(t) = aet, Qi(t) = e-P:t, 便 是 定理 1.1 的 推论 . 
[| 4.7.2 ”求解 方程 


f(t)21- | sin(t — s) f (t)ds. 


定义 
f*(») = L(f)(o) = | et f (1)dt. 
由 Laplace 变换 知 
L(sin t)(w) — n 
" 1/w 1 1 


Fw) = L(f)(w) = 1—1/(241) vidc 


2 
i-i (5e 3) i QD) an (5) i$ 


定理 4.7.3 Vx ult) 是 方程 
u(t) 一 1-4 | k(t — s)u(s)ds 
0 
的 解 , 则 方程 , 
FO = gO | kt 9f(s)ds 


的 解 为 | 
FE = g(0)u(t) + | u(t — s)g'(s)ds. 


证 明 — (4.7.20) 两 端 作用 Laplace 算 子 得 


加 1 
ww tp 
: 9 (w) 
Pw) - ] 一 k*(w) 
则 
f) rtu) 
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(4.7.19) 


(4.7.20) 


(4.7.21) 


(4.7.22) 


(4.7.23) 
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利用 Laplace 变换 的 基本 性 质 , 即 对 任 一 充分 光 请 函数 y, 
p-1 
L(y(?)(w) = w?y* (w) - 9 y® (0)w* ^, (4.7.24) 


?一 0 


应 用 于 (4.7.23) By = g M p — 1, 得 到 


L 一 9(0) + L(g’) 
或 者 
L(f) = L(u)g(0) + L(u)L(g ). 
由 Laplace 变换 的 性 质 ， 
L(f) = L(u)g(0) + L(u * g') 
作用 L7, 则 


f =ug(0)+u*g. 
例 4.7.3 “考虑 Abel 方程 


[ FIUNT = g(t). 


0 Vt 一 和 
解 
Lw) - (4.7.25) 
则 
f° (w) = VA (w). (4.7.26) 
4 f(t) = z'(s), 由 (4.7.24), 
f* (w) = wz* (w) — z(0), 
由 (4.7.26) 得 
(w) = 2O 4 Zg lu) 
考虑 (4.7.25), 
Lo) - 9. e 2L (7) nto) 
由 拉 普 拉 斯 变换 性 质 


4.8 EIIZ Volterra 积分 方程 


= ld f* g(s) 
E= 1! None n 


Bi 4.7.4 “考虑 郑 积 积分 微分 方程 ( 常 系数 ) 


n t 


Da Tf = a0) * | klt— s)f(s)ds 
j=0 


0 
满足 初始 条 件 
f(0) = f'(0) = =f" (0)=0. 
f — (4.7.29) 两 端 作用 拉 普 拉 斯 变换 , 由 (4.7.24) 有 
Y aswi f*(w) = g*(w) + k*(w)f*(w), 
j=0 


于 是 方程 (4.7.29) 的 解 为 


f= 万 一 g* (w) 


n 


` a;u? — k* (w) 
j=0 


4.8 ”无界 核 Volterra 积分 方程 
当 核 无 界 时 的 Volterra 积分 方程 可 写 为 
&(z) — f(z) | ze s)k(z, s)d(s)ds, 


其 中 , p(z, s) 表示 奇异 部 分 , 而 klz, s) 是 有 界 的 . 
定理 4.8.1 若 下 列 条 件 满足 : 
(1) f(z) 在 0<z<T 上 连续 ; 
(2) k(x,s) 在 0<s<z<T 上 连续 ; 
(3) 对 于 每 个 连续 函数 h 和 所 有 0< T, <T < z, 积分 


| ze s)k(z,s)h(s)ds 和 i p(z, s)k(z, s)h(s)ds 


: 133 - 


(4.7.27) 


(4.7.28) 


(4.7.29) 


(4.8.1) 
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都 是 关于 r 的 连续 函数 ; 
(4) p(z, s) RF s 在 0<zx<T 上 绝对 可 积 ; 
(5) 存在 点 0=To < Ty < T; <- « Ty =T, 使 得 当 z 2 T; Bf, 


min(z,T; 41) 
K| E E 
T 


其 中 , K= max |k(zx, s)|. 


0O<s<rz<T 
Z 十 0 
(6) 对 任 一 z> 0 成 立 lim | lplz+5alds=0 


则 方程 (4.8.1) 在 0 < x <T 上 有 唯一 连续 解 . 
第 4 章 习 题 
1. 转化 方程 . 
(1) 将 Volterra 积分 微分 方程 


d" (2) — b(z)G(z) + | k(z, s)ó(s)ds = f(z), 


$(0 —o, $(0-98 
转化 为 Volterra 积分 方程 组 . 
(2) 直接 积分 上 述 Volterra 积分 微分 方程 , 将 其 转化 为 Volterra 积分 方程 . 
2. 证 明 积 分 微分 方程 
f(0)—o, f'(0)- B, 


24 g(t), hi (t), ha (t), ki (t, s), ka(t, s), ka (t, s) 都 连续 时 该 方程 有 唯一 二 次 连续 可 微 解 . 


3. 证 明 积 分 微分 方程 
4) = fG) «| -$i5) as, 4(0)—o., 


o VZ 一 5 
当 f(r) 连续 时 有 唯一 连续 可 微 解 . 
4. 运用 Laplace 变换 求解 
f(t)21- [ ec(tt-s) f(s)ds 
0 
以 及 


t 
| e €79 f(s)ds =e :+t—1. 
0 


5. 证 明 对 任何 gt), 积分 方程 
f(t) = g(t) + | sin(t — s)f(s)ds 


的 解 为 | 
f = s + | E- )g9(s)ds 


(4.8.2) 
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6. 证 明 方 程 gz) = 工 十 | (ds 有 唯一 连续 解 . 


7. 求 出 解 核 并 利用 解 核 解 第 二 类 Volterra 积分 方程 
6) = 入 | eate f) 
8. 求 出 解 核 并 利用 解 核 解 第 二 类 Volterra 积分 方程 
olz) = 入 | (e - Qe(0dt gla): 


9. 利用 解 核 求解 下 列 方程 : 
人 | ó(t)dt 4-1; 

à) 6s) - A| (t- etat a: 
(3) A(z) = 和 | (- 222 1 
(4) &(z) — | (6x — 6t -- 5)ó(t)dt + 6z + 29; 


| 
(5) gz) = | gi 
| 


se | e^" (tdt 2x £1 

ORCI -| 3°-tp(t)dt 十 3=z; 

(9) d(z) = | [二 b(t)dt 十 1 十 z2; 

(10) wz) = | LT stat " um 

10. 证 明 当 核 

K(z,t) = X K(t) #0 
时 解 核 为 
Roc Xi. Nat) 
11. 证 明 当 核 
K (z,t) = zt 

时 解 核 为 


R(x t: 入 ) - TPfqgeX(zP 9 PTT) ppl 


12. 证 明 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 解 核 R(z,t; A) 是 对 于 任意 给 定 (x,t) 的 关于 入 的 整 
函数 
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13. 运用 逐次 逼近 法 解 习 题 1, W polz) — 0. 
(1) 和 A=1, f(z)=1; 
(2) A=1, f(z)=7; 
14. ZHZ KEEA 8, W bo(z) = 1. 


和 A=1, g(z)-1 
15. 运用 逐次 逼近 法 解 下 列 方程 
(1) é(z) = | zo(t)dt 4- 1; 
(2) glz) = | 2° -tp(t)dt + 27; 


1 (*14z 
Geo = -3| 1r 


o (t)dt -- z^ +1; 


0 
16. 通过 转化 为 常 微 分 方程 的 初 值 问题 求解 下 列 方程 : 
(1) bz) = -| (x — t)o(t)dt + 2cos z — z; 
0 


(2) bz) = — | (x — t)ọ(t)dt + cos z — z — 2; 
(3) om) = | (« - 04(0dt + z: 


(4) gz) = | (6x 一 6t 十 5)0(t)dt 十 6z 十 29; 


(5) ba) = -3 | 2 


Ner e (t)dt + cosh z; 


OE e E | e-t $(t)dt — 2z + 1. 
0 
17. 证 明 下 列 Volterra 积分 方程 : 


3 oo et 3 T ez 一 t 
$(7) = 15 | ~z 9()dt- 35 | ~z et 


的 解 也 是 微分 方程 


— 16z? 


$ (z) - $(7) = p(z) 


的 解 . 
18. 考虑 Volterra 积分 方程 


olz) > | (x — t)o(t)dt + x. 


(1) 在 区 间 (0, 4) 利用 数值 积分 去 求解 上 方程 , 取 n — 8 
(2) 画 出 数值 解 和 精确 解 wz) = sinr 的 图 形 进行 观察 比较 . 
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19. 考虑 Volterra 积分 方程 


yes 2| e7-to(t)dt + a. 


0 


(1) 求 出 上 方程 的 精确 解 ; 

(2) 对 0 < z « 5 数值 求解 上 方程 , 分 别 取 n = 4,8; 
(3) 画 出 数值 解 和 精确 解 的 图 形 进行 观察 比较 . 

20. 利用 数值 求 积 法 求解 下 列 方 程 : 


(1) wz)=- | p(t)dt + 1; (提示 : 精确 解 (m) = er= 

(2) bz) = — (x — t)o(t)dt + 2cos z — z; (提示 : 精确 解 wz) = 2cosz 一 (1+z)sinz.) 
0 

(3) (z) = — | (6x — 6t 十 5)9(t)dt — x. (提示 : MA (r) = e^" — e°.) 
0 

21.， 写 出 两 种 不 同 数值 求 积 公式 计算 机 程序 , 并 给 出 下 列 积 分 方程 解 的 数值 结果 图 进行 比 


(z) = | ztó(t)dt + a. 


0 
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5.1 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


许多 实际 问题 的 模型 可 导致 第 一 类 Fredholm 积分 方程 . 例如 , 医用 X 射线 断 
层 摄影 技术 问题 、 迁 感 勘测 数据 问题 、 地 震 勘 探 问 题 , 系统 辨认 等 问题 建立 的 数学 
模型 通常 都 是 第 一 类 Fredholm 积分 方程 , 即 


b 
| k(z,t)ó(t)dt = f(z) (5.1.1) 


其 中 , BE k(z,t) 是 已 知 的 实 的 平方 可 积 的 函数 , 自由 项 f(z) EM, $(z) 是 未 知 函 
数 . 

第 一 类 Fredholm 积分 方程 形式 简单 , 但 其 解法 相对 第 二 类 Fredholm 积分 方 
程 要 难 许 多 . 例如 , E: (zx,t) 是 连续 的 , o) 是 可 积 的 , 那么 由 方程 (5.1.1) TAR 
AX f(z) 一 定 也 是 连续 的 . 否则 , 如 果 给 定 的 函数 f(z) 不 连续 , 则 方程 (5.1.1) Ai 
不 可 能 相等 , 因而 没有 可 积 的 解 . 因此 , 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 解 的 存在 性 需 
要 进一步 研究 . 男 一 方面 , 解 的 唯一 性 也 需 探讨 . 例如 , 如 果 k(z,t) = x sint, 则 方程 


| k(z, t)ó(t)dt — z 
有 解 


但 是 , 可 以 验证 每 一 个 形 如 dalz) = Z + sinnz(n = 1,2,…) 的 函数 也 都 是 上 述 广 
程 的 解 , 即 此 时 方程 解 不 唯一 
首先 考虑 退化 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


5.1.1 ”退化 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 
设 退 化 核 为 . 
K (x,t) = 2 va (a) bj (£), (5.1.2) 
将 (5.1.2) 代入 方程 (5.1.1) 得 


n b 
SDa (2) | b OAO d= 1G). (5.1.3) 
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这 意 为 方程 (5.1.1) 有 解 的 必要 条 件 是 f (zx) 一 定 是 函数 组 {ai (2)) (i = 1,2,3,…,n) 
的 线性 组 合 . 因此 假设 


= P» aijai (£). (5.1.4) 


此 时 由 于 f (m) EU, a; (z) 已 知 , 所 以 ai 也 应 该 是 已 知 的 . 比较 (5.1.4) Ej (5.1.3) 
知 方程 (5.1.1) 的 求解 转化 为 求解 关于 o (0) 的 nn 个 积分 方程 组 成 的 积分 方程 组 


= [ bi (t)ó (t) dt, i—1,2,3,-- m. (5.1.5) 
现在 检验 , 如 果 能 求 得 方程 (9.1.5) 的 可 表示 为 
$0 = 3-84 (t), Bi RAFFE (5.1.6) 
的 解 , 将 其 代入 方程 (5.1.5) 得 
«-Ys[ bi (t)b; (t)dt, i—1,2,3,-..,n. (5.1.7) 


这 就 形成 了 一 个 关于 未 知 数 bi BF] n xn 阶 代数 方程 组 . 

由 于 bi (t) 已 假定 是 线性 独立 的 , 因此 以 | bi (t)b; (t) dt 为 系数 的 矩阵 是 非 奇 
异 的 , 因此 方程 组 (5.1.7) 有 一 组 解 1, ba- Bn. 然而 , 方程 (5.1.5) 有 无 穷 个 解 
这 是 因为 如 果 结 合 $6 (t) 加 上 任意 一 个 与 {bi (t)} 正 交 的 函数 h(t), Wi] 9 (t) J- h(t) 
也 满足 方程 (5.1.5), Bl o (t) 十 h(t) 也 是 方程 (5.1.5) 的 解 . 

现在 考虑 其 转 置 齐 次 方程 

f K* (t, 2) V (t) dt — 0. (5.1.8) 
由 于 . 
K* (t,£) = > b; (t) ai (t) 
所 以 上 式 变 为 
b; (x) | Q4 (t) Y) (t) dt = 
由 于 {6; (z)} 的 线性 独立 性 , 所 以 只 有 


f ai (t) v (t)dt = 0. (5.1.9) 
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同样 地 , 有 无 穷 多 个 这 样 的 函数 满足 (5.1.9). 考虑 到 (5.1.4), (5.1.9) 隐 含 f 与 转 置 
方程 (5.1.8) 的 所 有 解 正 交 . 同样 理由 可 以 证 明 齐 次 方程 


f K (x,t) (2,t)0 (t) dt = 0 (5.1.10) 


有 无 穷 多 个 解 , 综 上 得 定理 . 
定理 5.1.1 退化 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 (5.1.1) 有 解 的 充 要 条 件 是 给 
定 的 形 如 (5.1.4) 的 f(z) 与 转 置 齐 次 方程 (5.1.8) 的 所 有 解 (无 穷 多 个 ) 正 交 . 


5.1.2 “对称 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 及 特殊 函数 展开 解法 


上 节 讨 论 了 退化 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 , 本 节 讨 论 另 一 类 特殊 核 一 一 对 
称 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 . 由 于 第 一 类 方程 解 的 存在 唯一 需要 附加 更 多 更 强 
的 条 件 , 其 中 , 假定 核 K (x,t) 是 闭 的 对 称 核 , 即 不 存在 非 零 函数 h(x) 满足 


[renro dt =0 (5.1.11) 


就 可 以 给 出 闭 对 称 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 解 的 存在 与 唯一 性 定理 . 
定理 5.1.2(Pogorzelski, 1966) ” 闭 对 称 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 有 唯一 平 
方 可 积 解 的 充 要 条 件 是 级 数 


An fal" (5.1.12) 
n-—1 


收敛 , 其 中 , {An} 是 核 K (x,t) 的 特征 值 序列 , f 是 目 由 项 f (m) 关于 相应 于 特征 
值 {An} 的 标准 正 交 特征 函数 列 {on (z)} 的 Fourier 系数 


b 
me | f (x) $4 (z)dz. (5.1.13) 


对 称 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 在 一 定 条 件 下 可 用 特征 函数 展开 法 求解 . 此 
时 , 设 核 K (ct), 自由 项 f (x) 以 及 未 知 函数 $ (m) 在 所 在 的 区 域 平方 可 积 . 假定 
原 方程 (5.1.1) 实 对 称 核 且 有 解 ， 解 可 表示 为 标准 正 交 的 特征 函数 {9n (2)) (n = 
1,2,3,- --) 的 级 数 


OQ 


$ (z) = 》 cngn (2), (5.1.14) 


n-—1 


其 中 , cn 是 6 (2) 关于 {Gn (2) (n = 1,2,3,…) 的 Fourier 系数 


cn = | b(t) bn (£)dt. (5.1.15) 
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再 把 对 称 核 K (o, t) 的 展开 式 
K (z,t) = 入 一 加 (加 加 的 
代入 原 方程 (5.1.1) 得 
b oo 1 
r= f 3 ce 6. (06 (dt 


k—1 


上 式 两 端 乘 以 加 (1), 再 关于 z 从 a 8] b 积分 可 得 


[am T E (z) $n (z) d : IE ZEE 
a — Àk a 
b b 
= | f (@)bn (2) de 
由 {ọn (7z)} (n =1,2,3,---) 的 标准 正 交 性 可 知 
fn = Ics 


即 cn = 和 fn. 于 是 实 对 称 核 方 程 (5.1.1) 的 解 为 
— 3 Aali): (5.1.16) 


对 于 实 对 称 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 成 立 下 列 定理 : 
定理 5.1.3(Schmidt-Picard Æ) ” 若 实 对 称 核 (5.1.1) 满足 下 列 条 件 : 
(1) K (z,z) 是 实 对 称 核 ; 
(2) 级 数 


>》 (5.1.17) 
n=l 


b 
lc, 其中, Qu) (n = 1,2,3,- ) ER K (r,t) RIRMEI, fa = | 1006s (2) da, 而 
(n (ml — 1,2,3,---) 是 相应 于 {An} (9 1,2,3,…) 的 标准 正 交 的 特征 函数 组 ; 
(3) 特征 函数 组 (04 (z)) (n = 1,2,3,- -) 在 [ab 上 关于 f (x) 是 完备 的 , 即 对 
平方 可 积 函数 f (x), 成 并 Parseval SEX 


| Po dz = Y fi, 


n—1 
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b 
fa = | f Gs (2) dz. 
则 实 对 称 核 方程 (5.1.1) 的 解 存 在 , 且 在 平方 可 积 函 数 类 中 解 是 唯一 的 , 并 可 表示 为 
o (1) = 9 An fn®n (2). (5.1.18) 
此 时 上 式 右 端的 级 数 平均 收敛 于 解 $ (x). 
例 5.1.1 求解 积分 方程 
[ K (x, t)ọ (t) dt = sin? nz, (5.1.19) 
0 
(1—t)t, Oxtxtz, 


E K (x,t) = 
(1—t), Tz<t<gl1. 
解 ” 核 K (zx,t) 是 实 对 称 的 , 它 的 特征 值 和 相应 的 特征 函数 为 


Aim, N= (m), e Mn = nn) ,i 
和 
$1 (z) = V2 sin xz, $5 (x) = V2sin2nz, ---, pn (z) = V2 sin nxz, b 


特征 函数 组 $1 (),02 (£), -n (2) ,构成 了 [0,1] 上 的 标准 正 交 的 完备 组 , 而 自 
由 项 可 表示 为 


sin? xz = 7 sina — ; sin nz 一 s (x) 一 EM (2); 
于 古 
TE f2=0, pai, 02 fa—5 sm er 
级 数 (5.1.17) 变 为 
2 2 
S = 3V2 2 V2 2X2 u 45 4 
» Ana = EJ (x?) 23 C (3^x ) E Tu 


由 Schmidt-Picard 定理 可 知 实 对 称 核 方程 (5.1.1) 有 唯一 解 


2 
bzZ) 一 和 1i 廊 bz) + Asfaóa (1) = T (sin xz — 3sin3zz). 


对 于 一 些 非 对 称 核 K (x,t), 如 果 定 义 新 核 


b 
N* (z,t) — | N (s,x) N (s,t)ds, 


a 
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N, (z,t) — [ N (x, N (t, s)ds, 
则 N* (x,t), Ne (x,t) 便 是 对 称 核 , 这 是 因为 
N (at= N" (iz) At. 1:2). 


当 对 称 核 N, (x,t) 是 闭 的 , 则 有 下 述 重 要 的 Picard 定理 : 
定理 5.1.4(Picard 定理 ) ”对 核 K (x, t), WR N, (m, t) 是 闭 的 , 则 第 一 类 Fred- 
holm 积分 方程 (5.1.1) 有 平方 可 积 解 的 充 要 条 件 是 级 数 


Y Par (5.1.20) 
n-—1i 


收敛 , 其中, (A2 1 是 财 对 称 核 N, (x,t) 的 特征 值 序 列 , fn 是 关于 相应 于 特征 值 (2) 
的 特征 函数 组 (04 (z)} 的 Fourier 系数 


b 
fa | f (s (e (5.1.31) 


5.1.3 “第 一 类 Fredholm 75 $2 XX jiBYDE 


利用 逐次 逼近 法 可 求 出 第 二 类 Fredholm 积分 方程 当 参 数 入 364r SEDIT 
fg. 也 可 求 出 对 任意 的 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 逼近 解 , 前 两 章 已 有 详细 讨论 . 
本 节 用 逐次 逼近 法 解 某 些 第 一 类 Fredholm 方程 , 此 时 需要 附加 更 强 的 条 件 , 简单 
说 明 实 对 称 核 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 逐次 逼近 解法 . 
取 任 意 可 积 函 数 wo (x) 作为 零 次 近似 , 则 迭代 过 程 为 
b 


a | K (2, t) joi (E) dt, 


Q 


即 
b 
Va (x) 2 Vs-1i(x) - f (z) — | K (x,t) V4.1 (t) dt. (5.1.22) 


依次 求 出 {9n (z)) (n = 1,2,3, —), 则 在 一 定 的 条 件 下 , 如 特征 值 范 数组 (vos (2)) 
(n21,2,3,-- ) 关于 f (x) 是 完备 正 交 函数 组 ， 即 对 于 平方 可 积 沙 数 f (x), Parse- 


val "A f? (2) i-i RX, 其 中 , fi = f f (2) pi (2) da, RI (os (2)} (n = 
2) 平均 收敛 于 vo (2), 也 就 是 说 
ó(z) = lim wn (x) 
是 积分 方程 (5.11) if 
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定理 5.1.5( 陈 传 璋 等 ,1987) ”如果 第 一 类 Fredholm 积分 方程 (5.1.1) 的 解 
(£) FE, 当 且 仅 当 核 K (zx,t) 的 特征 函数 组 (04 (2)) 关于 f (x) 完备 时 , BRE 
AR {Yn (7z)} (n = 12,3…) 平均 收敛 于 解 o (x). 特别 地 , 对 任 一 平方 可 积 函数 
h (x), 当 f (zx) 可 表示 为 


b 
f (x) =| K (x,t) h (t) dt 
时 , {Yn (z)) (n = 1,2,3,…) 一 致 收敛 于 方程 的 解 $ (x), REEMA 


b 
Vo (x) = | K (x, t) ho (t) dt. 


5.1.4 BEER UE 

对 于 第 一 类 Fredholm 积分 方程 , 当 特 殊 核 可 表示 为 某 加 权 正 交 函 数组 的 母 孙 
数 时 , 本 节 介绍 的 母 函数 法 是 一 种 实用 简单 的 方法 , 主要 解决 对 象 是 带 权 o (z) 的 
第 一 类 Fredholm 积分 方程 


b 
| K (z,t) p (x) à (rz)dt = f (t). (5.1.23) 
如 果 有 函数 组 
Vo (t) 31 (t); Yn (t) ,+ 
使 得 
V (z,t) 2 V cnyn (t)z”"， cn 为 常数 ， (5.1.24) 


n=0 
则 称 Y (x,t) 为 水 数组 {Yn (7z)} (n = 1,2,3,- -) 的 母 函 数 . 
当 方程 (5.1.23) 的 核 K (x,t) 是 区 间 ja, b] E2ETBUSA p (x) 为 正 交 的 实 函数 
组 (vs (z)) (n =12,3,….) 的 母 函 数 , 即 
K (z,t) — ` Cn Vn (t) z", (5.1.25) 
n=0 
而 自由 项 f (z) 在 r= o 的 邻 域 解 析 , 则 可 设 方程 (5.1.23) 的 解 的 形式 为 
$ (z) = 》 bkWk (2) , (5.1.26) 
n=0 


其 中 , by. ZRAUBREAE T8 2L. 
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将 (5.1.25) 和 (5.1.26) 代入 方程 (5.1.23), 考虑 到 {Yn (£)) (n = 1,2,3,.…-) 关于 
p (t) 的 正 交 性 可 得 


b oo OO Oo b 
| >》 ess (t) z^ p (t) > bry (t)dt = X oa | wx (t) p (t) dt = f (x). (5.1.27) 
k=0 k=0 


a n-—0 


上 自由 项 f(x) 在 x = 0 ERARA 


f (2) |z= 
f(z)= > 和 ki -ah 
k=0 C 
由 方程 (5.1.27) 立 得 
v (x) |z=0 
bk = —— 8 ———, | (5.1.28) 
kte | Y? (t) p (t) dt 


于 是 原 方程 的 解 可 由 (5.1.26) 给 出 . 

当 函 数组 (v (z)} (k = 1,2,3,-- ) 对 于 f(z) 完备 时 , 方程 (5.1.23) 的 解 就 是 
唯一 的 . 

母 函 数 能 够 被 使 用 的 关键 就 是 核 函 数 K (zx,t) 可 表示 为 关于 某 个 权 为 正 交 的 
函数 组 的 母 函 数 , 所 以 首先 给 出 母 函数 和 权 是 必要 的 , 见 表 5.1. 

例 5.1.2 ”求解 积分 方程 


[ Pd cc d (5.1.29) 
1 VIF -2t —— | ü 
解 ” 由 母 函数 表 (X 5.1) 知 核 K (x,t) = ee 可 表示 为 Legendre 
多 项 式 的 母 函数 N 
v1 + 2 Tart 2 Pn (t)z". (5.1.30) 
n-—0 
设 原 方程 (5.1.29) 的 解 的 形式 为 
$ (x) = 》 bkDk (z). (5.1.31) 
k=0 
将 (5.1.30) 和 (5.1.31) 代入 方程 (5.1.29) 中 , 得 
A 2b p 
» n + 1 二 工 十 1. 


于 是 
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X 5.1 和 母 函数 表 
核 函数 = 母 函 数 BUR 区 间 说 明 
pn (t) 为 Legendre 多 项 
n = ] —1 1 

-> (z" pë pop "n Pa 
一 1 2n 4-1 
Tn (t) 为 第 一 类 Chebyshev 

Let 1 
1-— zt--z? -Dm (t) z^ DR —l]«am,t«l 


1 
多 项 式 | TÊ (t) 


—1 
1 
X dt-- 
———————— MPEG: 0 SÉ A 
1— = ln |1 — 2zt + t?| 
2 p 
oo 


: (t) — — —-l«z,t«1 同上 
E > —Tn (t) z^ 
— mn 
Un (t) 为 第 二 类 
EXIT -Dr (z^ p(t)=VvV1i-t  -1«zt«1 Chebyshev 多 项 式 
1 eo 
| U2 (t) V1 — tdt = : 
—1 
e-(-0* — ` - Hn (t)z" p(t) =e™ —oo«mzm,t«oo Hn (t) A Hermite 多 项 式 
n=0 i 
L? (t) X Laguerre 
: A p (t) = e-*te DNUS eue 1 "— 
"- 
em Le 2 一 上 t ad 
, i» 1 p (9) 四 m —: - ( n (t)) e tat 
o T(atni1 _ Tlntatl) 
| 
一 oo |z| < 1, 
GTE de 0 的 =e 0<t<o, 同上 
n=0 œ> -—l1 
1 3 
bo = 5, dien, 0-—ba-2b42-.-., 
所 以 方程 (5.1.29) 的 解 为 
1 3 1 3 1 
$ (z) = ;p (z) + Šp: (1) = 5:1 50 = 5 (1 +32) 
例 5.1.3 求解 积分 方程 
| - 一 e'$(t)dt-1-z, |x|« I. (5.1.32) 
"Aue 


解 BERAK 5.1 知 核 函 数 K(z,t) = 9 一 是 Laguerre 多 项 式 L4(t) 的 
REgS 2C, BE 


"nce » Tn(t)s 


(5.1.33) 
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设 方程 (5.1.32) 的 解 的 形式 为 
(x) = 》 bL). (5.1.34) 
k=0 
将 (5.1.33) 和 (5.1.34) 代入 方程 (5.1.32) 中 , 得 


| De tLn(t)r™. > bkLp(z)dt =1- z. 
0 n-0 


k=0 
考虑 到 Ln (t) 在 (0,0) 上 关于 权 函 数 p(t) =e 为 正 交 且 
| e^! I? (t) dt = (n)? , 
0 
所 以 - 
> (n! rbn —1-— r. 
n=0 


于 是 
bo — 1, bi = —1, 0 = bs = b3 =- 


因此 原 方程 (5.1.32) 的 解 (5.1.34) 给 出 
(x) = Lo (x) — L1(z) 21— (1— x) = xc. 
5.1.5 ”一 般 第 一 类 Fredholm 方程 转化 第 二 类 Fredholm 方程 求解 法 


现在 考虑 一 般 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 (5.1.1), 将 积分 区 域 5 按照 对 角 线 
t— x 分 成 两 个 三 角形 区 域 . 于 是 方程 (5.1.1) 变 为 


T b . 
| K (s,0 80) dt» | K (x,t)ọ (t) dt = f (x). 
两 边 对 变量 xz 求 导 , 得 
b 
$ (x) [k (z, x — 0) — k(z, x + 0)| + | 4 (t) dt — f' (x). (5.1.35) 


id L(x) = k(z,r—0) — k(z,z +0), WR L(x) 在 (a,b) 上 不 为 零 ， 则 方程 
(5.1.35) 两 边 同 时 除 以 工 (z), 得 方程 


1 [^oK — f'(x) 
9 (x) 十 L (z) | 3. (t) dt — I (a) . (5.1.36) 


方程 (5.1.36) 便 是 以 前 研究 过 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 . 
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事实 上 , L(z) ER K (2,2) 在 对 角 线 t= xz 上 的 一 个 跳跃 , 不 可 能 总 是 假定 
K (zt) 在 这 样 一 个 对 角 线 上 有 有 限 跳 跃 , 而 如 果 K (x,t) TE S 中 的 任 一 与 t H€ 
行 的 线 只 相交 一 次 的 对 角 曲 线 t= £ (x) 上 有 非 零 有 限 跳跃 


K (7,€ (x) — 0) - K (z,£(x) -0) = L (t), 
则 同上 面 分 析 , 将 积分 区 域 分 为 t= E(x) 的 上 、 下 区 域 (图 5.1), 
三 K (x,t) à (t) dt + [. K (z,t) à (t) dt = f (2). (5.1.37) 
HFE (5.1.37) 两 边 对 变量 r 求 导 得 
L (z)& (z) (z) 十 f Fr $e) dt = f (x). 


L(x) #0 时 , 如 果 E (x) z 0, 则 得 


p E 
Ó (x£) + | ET dt = py (5.1.38) 
K t= Elx), BURJE x =n(t), Et RA r 以 区 别 积 分 变量 , 则 得 
"EE | 
e| Ly soa = | Es 2o 089 
z=n(7) 


这 便 是 一 个 第 二 类 Fredholm 积分 方程 , 所 以 当 核 的 Fredholm 行列 式 不 为 零 时 , 当 
f'(z) 连续 时 , 则 方程 (5.1.39) 有 连续 解 . 


图 5.1 区 域 的 分 解 
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但 由 于 方程 (5.1.39) 是 第 一 类 积分 方程 通过 求 导 得 到 的 , 从 
b 
| K (zt)9(t) dt 二 f(z) + C，C 为 任意 常数 (5.1.40) 


出 发 也 同样 得 到 方程 (5.1.39). 所 以 , 如 果 方 程 (5.1.39) 有 一 个 连续 解 , 它 不 必 一 定 
是 第 一 类 Fredholm 方程 (5.1.1) 的 解 , 而 是 方程 (5.1.40) 24 C. 取 某 一 特殊 值 时 的 
解 . 因此 有 下 列 定 理 5.1.6. 

定理 5.1.6 (1) 核 K (x,t) 在 积分 区 域 $ 上 有 界 且 除 曲 线 t — E£ (r) 外 处 处 连 
续 ; 

(2) £a) 是 连续 的 且 其 导 函 数 是 不 为 零 的 连续 函数 , 并 有 


£(a) -a, £(b)-—b; 
(3) K (z,£ (x) — 0), K (zx, £ (z) --0) Æ (a,b) 上 存在 且 差 
L(x) = K(z,£(z) — 0) — K (z, £(z) + 0) 

是 连续 的 ; 

(4) K (x,t) 对 变量 r KFH ru 满足 (1) 的 性 质 ; 

(9) f(x), f'(z) 是 连续 的 . 

在 这 些 条 件 下 , 如 果 核 - | 
的 , 则 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


/ L (2) £ e) NEL ILL M 


b 
| K(s.06()dt— f (0) Ca 


仅 对 于 参数 C 的 某 一 特定 值 有 唯一 连续 解 . 这 个 解 就 是 第 二 类 Fredholm 积分 方 
程 (5.1.39) 的 唯一 连续 解 . 
24 L(x) WAF, WR 
M (2) — EE -0) OK SMS) 十 0) 
不 等 于 零 , 上 述 定 理 可 以 推广 . 
例 5.1.4 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


1 
| K (x,t) (t) dt 2672? — 40x? 十 527 + 17, (5.1.41) 
0 


zt(r—t) +1, rz>1, 
zt(z — t)^, z «t. 


其 中 ， K(xz,t)— | 
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解 ” 由 于 此 时 
Lor e. 
OK 
| "due 372t 一 Axt? 十 t?, 
f! (a) = 201z? — 80x + 52. 
Jj f& (5.1.36) 为 


1 


$ (x) + | (327t — 4zt^ + t?) (t) at = 201z? — 807 + 52. 


0 


解 此 方程 立 得 
$ (x) = 60x? + 60x + 24. 


f| 5.1.5 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


1 
2 5 
| K (z,t) o (t) at ar + "un — 3z + 1, 
0 


2Z2 十 Z 一 2 十 1 t« E (2 4a), 
其 中 , K (2,0) = : 
—g? +T — 2t, t» z (+a). 
解 ”由 于 此 时 
£(2) = 5 (2? +2), 
L (x) ^ 1, A zl É()- 25, 
f' (x) = 2z^ — 5x — 3. 
因此 方程 (4.1.38) 此 时 为 
6) | 20 (t) dt = 2x — 6. 
0 
于 是 


é(z) 222 - 7. 


(5.1.42) 
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5.1.6 ”第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 直接 数值 积分 解法 


上 节 给 出 了 一 般 第 一 类 Fredholm 积分 方程 转化 为 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
的 求解 方法 , 当 转 化 为 第 二 类 Fredholm 方程 时 当然 可 以 用 3.8 节 的 方法 再 对 第 二 
类 Fredholm 方程 数值 积分 方法 求解 , 本 节 给 出 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 直接 
数值 积分 解法 . 

考虑 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


[ K(x, t)ó(tdt = f(z). (5.1.43) 
类 似 3.8 节 方 法 , 取 任 意 一 种 数值 积分 公式 
f oire Y wales) (5.1.44) 
其 中 , £1, zx2,… ,zn 为 区 间 [a, 6] 中 点 的 坐标 , 系数 
wi (X), j=1,2, ,7 (5.1.45) 
利用 数值 积分 公式 (5.1.44) 取代 (5.1.43) 式 左 端的 积分 得 线性 代数 方程 组 


n 
> wiki; = faz 2 = l, 2; “Nn, (5.1.46) 
7 一 | 


其 中 ， kij = k(zi, rj), $j = ó(25), fi = f (zi). 

通常 当代 数 方程 组 (5.1.46) 的 维 数 很 大 时 求解 就 不 方便 , 所 以 采用 高 效 的 求 积 
公式 可 以 提高 精度 减少 维 数 , 如 采用 Chebyshev, Gauss 或 Labbato 求 积 公式 等 有 
较 好 的 精度 . 

现在 以 Chebyshev 求 积 公式 和 Gauss 求 积 公式 为 例 求解 积分 方程 . 

Bj 5.1.6 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


[ (1 + zt)o(t)dt = 2x + 3. (5.1.47) 
0 
这 个 方程 有 一 个 精确 解 5(z) = 6r, 然而 该 第 一 类 Fredholm 方程 解 不 唯一 . 


利用 Chebyshev 数值 求 积 公式 , W n = 4, 对 方程 (5.1.47) 进行 数值 求解 ， 对 于 
Chebyshev 数值 求 积 公式 , 此 时 K(z,t) 和 f(z) 在 代表 点 处 的 值 如 图 5.2 所 示 、 


"0 
= 0.03 


0.406 


0.594 


第 5 章 


0.897 1. 


第 一 类 积分 方程 方程 


图 5.2 n= 4 f, Chebyshev XII AMIN 


XA 5.2 Gauss 公式 的 K(x,t), wK (x,t) 和 f(x) 在 代表 点 的 值 


. 152. 
O) 
1.000 
90.897 
Ta 0.594 
0.406 
V; 
0.103 
^^ 10.000 
0.173927 0.930568 
0.326073 0.669991 
0.326073 0.330009 
0.173927 0.069432 
化 
权 
t 
f(z) 
p(z) 
1.000 
0.931 
Q4 
ps 0.670 
0.330 
Po 
0.069 
pı—>] 0.000 
p(t) 


1.064611 
0.181165 
1.046519 
0.341242 
1.002913 
0.333543 
1.004821 
0.174766 


0.069432 


3.138864 


0.330 


1.307096 
6.227339 
1.221103 
0.398169 
1.108906 
0.361584 
1.022913 
6.517912 


0.330009 


3.660018 


K(z,t) 


0.670 


1.623472 
0.282366 
1.448888 
0.472443 
1.221103 
0.398169 
1.046519 
0.182018 


0.669991 


4.339982 


0.931 


图 5.2.2 n= 4 时 , Gauss 公式 的 代表 点 和 权 


1.865957 
0.324540 
1.623472 
0.529370 
1.307096 
0.426209 
1.064611 
0.185165 


0.930568 


4.861136 
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5.2 ”第 一 类 Volterra 积分 方程 


广泛 地 说 , 实际 应 用 中 的 第 一 类 积分 方程 可 分 为 两 种 类 型 : 一 类 是 核对 各 变量 
连续 可 微 的 ; 另 一 类 是 当 s = t 时 无 界 的 , 如 Abel 方程 就 是 该 种 类 型 . 
5.2.1 第 一 类 连续 核 Volterra 积分 方程 
考虑 
| Ra 0«z«T. (5.2.1) 
0 
如 果 要 求 核 和 解 是 有 界 的 ， 则 f(0) = 0, 否则 (5.2.1) 的 解 不 存在 .通常 将 
FO) = 0 称 为 相 容 性 条 件 . 
一 般 情 况 下 , 对 (5.2.1) 两 端的 z KFE 


Ok(z,t) 


bodies | 一 2 人)dt = f(z). (5.2.2) 


定理 5.2.1 ee 
(1) k(z, t) 和 PERD 在 0<t<z<s7 上 连续 
(2) Dd 
(3)f(0) = 
(4) eor — ii 

则 (5.2.1) 有 唯一 的 连续 解 且 其 解 与 (5.2.2) 的 解 等 价 . 
证 明 ”由 于 k(z,oz)Z0,0«zc«T,BUJ (5.2.2) 等 价 于 


p(x) 十 | H(z,t)9(t)dt = F(t), (5.2.3) 


其 中 ， 
1 — Ok(z,t) f'(z) 
k(xr,or) Or | k(z,T) 


故 (5.2.3) 有 唯一 的 连续 解 , 进而 (5.2.2) 有 唯一 的 连续 解 . 但 由 于 (5.2.2) 又 可 写 为 


T [se osa - re) =o, 


积分 并 考虑 f(0) = 0, 显示 (x) 满足 (5.2.1). BOSE, (5.2.1) 任 一 解 都 满足 (5.2.2) 
的 解 , 所 以 (5.2.1) 仅 有 一 个 连续 解 . 
34 K (z,x) = 0, 方程 (5.2.2) 依 然 是 一 个 第 一 类 Volterra 积分 方程 , 如 果 新 核 


OK (2:2) 7 0, 两 端 再 求 导 将 可 转化 为 第 二 类 Volterra 积分 方程 , 依次 类 推 , 有 下 


H (z,t) — F(x) = 
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REM: 
定理 5.2.2 ”对 于 第 一 类 Volterra 积分 方程 (5.2.1), 如 果 核 K (x,t) 连续 且 关 
于 z 的 ?+1 阶 逐次 可 导 , 如 果 


Ok 0^k 9n-lk 
mp E. ] EJ "lae ERIM E 
n n+i 
而 EH O50, 如果 f(z) f (2), 1 f (2) 是 连续 的 且 
/ d" 
£(0) = F (0) =…= Lf) ls-o =0, 
则 原 方程 (5.2.1) 存在 唯一 的 连续 解 , 并 由 第 二 类 Volterra 积分 方程 
GD7 十 1 天 (£, t) drett f (a) 
$ (x) +| 人 dt — In (5.2.4) 
pe t=T E t=T 


第 一 类 Volterra 积分 方程 (5.2.1) 也 可 用 另 一 种 方法 转化 为 第 二 类 Volterra 积 
分 方程. 事实 上 , 可 令 
9G) = | et (5.2.5) 


通过 分 步 积分 法 得 
Kvn vo) - | ZK (eHO d= fG). 


如 果 K (z,z) #0, 则 上 式 变 为 


ð 
z —K (z,t) 
-J_| 8t __f(x) 
wp (a) | US v (t)dt FE (5.2.6) 
同上 , 说 明 方程 (5.2.1) 与 (5.2.6) 和 (5.2.5) 也 等 价 . 
f| 5.2.1 通过 转换 为 第 二 类 Volterra 积分 方程 的 方法 求解 第 一 类 Volterra 
积分 方程 
| ez to (t) dt = sin z. (5.2.7) 
0 


解 ” 核 KK(z,t) = er-t, 所 以 K (zx,z) = 1 Æ 0,f (0) = sin0 = 0. 由 定理 5.2.1 
知 方程 (5.2.7) 的 解 可 转化 为 方程 (5.2.3) 的 解 , 即 


$ (x) 十 | e? 四 (tdt = cos z. (5.2.8) 
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由 4.2 节 知 


$ (x) = cosz — sin T. 
例 5.2.2. ”利用 上 述 第 2 种 方法 求解 积分 方程 
(z^ — t^ - 2)¢ (t) dt = z*. (5.2.9) 
0 
R w . 
p= | boat 
因为 K (zx,7x) = 2 #0, 所 以 方程 (5.2.6) 此 时 为 


q^ 


y (x) + | ty (t)dt = d (5.2.10) 
第 二 类 Volterra 积分 方程 (5.2.10) 等 价 于 微分 方程 
V'(z)-Fzv(r)-z, w(0)-0. 


从 而 
y (z) = 1- e772, 
因此 
$ (£) = V' (z) = ze? /2. 
例 5.2.3 求解 第 一 类 Volerra 积分 方程 


| sino(r—t)$(t)dt = x°, o 40. (5.2.11) 
解 ” 对 方程 (5.2.11) 两 端 关 于 z 求 导 得 
of cosa (x — t) ọ (t) dt = 2x. 
0 


因为 K (7,7) = 0, f (0) = 0, 但 
oK 


OT |ia 


再 对 第 一 类 Volterra 积分 方程 (5.2.12) 关于 x 求 导 得 第 二 类 Volterra 积分 方程 


—cos0—1470, /f'(0)- 0. (5.2.12) 


ag (x) — a? | sin o (x — t) à (t) dt = 2, 


再 对 照 原 方程 得 


ag (x) — oz? = 2, 
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RẸ 


例 5.24 积分 方程 


| - (2x — 3t)é(t)dt = 0 


在 点 x — 0H k(x r) = 0, 很 容易 直接 代入 验证 dz) = ex 是 其 解 , c 为 任意 常数 ， 
于 是 该 方程 有 无 穷 连续 解 . 
例 5.2.5 求解 第 一 类 Volterra 积分 方程 


[ sin(x — t)o(t)dt = e? — 1. (5.2.13) 
0 
解 K(rxzr)-0, f(0-21-1-0. 
对 方程 (5.2.13) 两 端 关 于 z 求 导 得 
| cos(x — t)o(t)dt = e”. (5.2.14) 
0 


此 时 (5.2.14) 依然 是 一 个 第 一 类 Volterra 积分 方程 , 再 求 导 得 第 二 类 Volterra 积分 
方程 


TE | 人 (5.2.15) 


0 


其 解 为 

$(x)-—2e* 一 2 一 | (5.2.16) 
但 将 解 (5.2.16) 代入 原 方程 (5.2.13) 检验 却 不 满足 , 即 不 是 原 方程 的 解 . 这 是 因为 ， 
尽管 = = cos 0 = 1 # 0, {E f'(0) = e? 212 0 PREA 5.2.2 的 条 件 . 事实 


E, 方程 (52.14) 作为 第 一 类 Volterra 方程 , 其 相 容 性 条 件 不 满足 , 所 以 它 就 无 解 
从 而 原 方程 (5.2.13) 无 解 . 


5.2.2 ”第 一 类 无 界 核 Volterra 积分 方程 


一 般 情况 下 , 核 无 界 的 第 一 类 积分 方程 的 研究 相当 困难 , 到 目前 为 止 还 不 够 充 
分 . 首先 研究 几 种 特殊 Abel 方程 并 给 出 其 封闭 解 . 考虑 方程 


” ot) n 
| dt fe), 0«z«T (5.2.17) 


先 考 虑 u= 1/2 的 情形 , 即 
| $t) 
0 


(z — t) 


dt = f(x). (5.2.18) 
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两 边 同 乘 ——, 然后 关于 7 从 0 到 z 积分 , 则 


VT 一 了 
| | ddr | XR dr 
左边 积分 交换 次 序 得 
[ ét) | E qid = | -dr 

而 积分 

[teen E tata 
E EE] 

| ó(r)dT = | -dr 


为 求解 (5.2.17) 引进 两 个 结果 . 
(1) * Tr 0zpuxT, 


EE Buh 


|. 3 9:5 


w)^- ly "du 


- I'(uyrü - à) = em 


Ep, T ÆT 函数 . 


: 157. 


(5.2.19) 


(2) 如 果 9(z,t) Æ 0<t<r <T EWER RA, m O0 <a< 1,0 << 1,0 < 


yd 都 是 常数 , 则 


| | ep | | drt 


定理 5.2.3 WÈ f(z) 在 0<z<T 内 连续 量 


lim xz? f(x) ^ c, 


r—0 


其 中 , c40 H o « p, 1 (5.2.17) 有 解 
s f (t) 


Tt dz jo (x-— t)” 


(z) = dí, O«z«xT. 


(5.2.20) 


(5.2.21) 


(5.2.22) 
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这 个 解 在 0 < zx <T AEZH E 


bz = {C+ OD pr T pesi (5.2.23) 


更 进一步 地 , 此 解 在 形式 为 (x) = za5(z)(6 > —1, S(r) 连续 ) 的 函数 类 中 唯一 . 
证 明 ”方程 (5.2.17) 两 段 乘 以 (r-r) 且 关 于 7 由 0 到 a 积分 , 则 


EN 


-aea o (r- 2)» 


由 于 假设 $9(z) = xz? (x), 则 利用 (5.2.20) 交换 积分 次 序 得 


ze gA P E o N 
| | a) ee » | Co) | 
考虑 (5.2.19), 则 


: [sou -[ < C (5.2.24) 


sin LU 0 


34 zx 一 0 时 , 由 (5.2.22) 得 
[tee] 


= dT c EU — a) „4-a 
(T— z)i-4 0 (T= T) Hrt r(1+u-a) l 


这 样 (5.2.24) 除了 z=0 处 都 可 导 , 于 是 由 (5.2.22) 和 (5.2.23) 便 立 刻 得 到 , 再 将 
(5.2.22) 代入 (5.2.17) 的 确 满足 原 方程 . 

Abel 方程 除 (5.2.17) 外 还 有 其 他 形式 , 如 

(1) 当 变 量变 换 r= w2,t = v2,F(v) = do2) ,Go = > f(u2), 则 方程 (5.2.17) 
变 为 


| l em dv = G(u); (5.2.25) 
(2) 车 作 变 换 z= 1- ut = 1- wF(o) = (1 — v),Glu) = f(1 一 功 , 则 方程 化 为 
| | Ide = G(u); (5.2.26) 


(3) A HBeu-z,v-uw,d(w)- F(w?); £(z) E: 5G), 则 得 


[ M obiodil (5.2.27) 


z (w? z gen 


由 (5.2.22) 不 难得 到 上 述 3 个 方程 的 解 . 
作为 练习 证 明 
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(1) 方程 (5.2.25) 的 解 为 


2sinux d [(" | vG(v) 


(2) JF (5.2.25) 的 解 是 


F(u) — enum | " Is dv; (5.2.29) 


(3) 证 明 方 程 (5.2.26) 的 解 可 写 为 


zó(u) = -| rw (5.2.30) 
现在 考虑 一 般 的 Abel 方程 
EU — F(g 
| ers M Odt = f) (5.2.31) 


-定理 5.2.4 设 k(z,t) 在 0<t<zx<T 上 连续 lim z^ f(z) = cc #0 且 
a < p, Wl] (5.2.31) Æ z66(z)(8 > —1, 5(z) 连续 ) 函数 类 中 的 每 个 解 都 满足 方程 


_f ft) 
| h(z, t)ó(t)dt — | m prd (5.2.32) 
其 中 ， 
h(zt) = | a (5.2.33) 


证 明 ”方程 (5.2.31) 两 端 乘 (7 — z)*-!, 再 关于 沿 0 到 z 积分 
"[ LL Ee tst) -oF fm oa 
| | ( Tri “| 


r—t(r-z 


利用 (5.2.20) 交换 积分 次 序 得 


NO E de Bafs | k(x, t) 


Fa or LM 


变量 代 换 z =t 十 (r-—t)u 后 , 则 立刻 得 到 (5.2.33). 
例 5.2.6 ”求解 积分 方程 
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解 ” 此 时 f(z) = zf (0) 二 0,@ = 3 由 方程 (5.2.18) 的 解 立 得 原 方程 的 解 


T dz 
f 5.2.7 求解 第 一 类 Volterra 积分 方程 
2 odt ] 
| Az) — RC = 0«z«b, (5.2.34) 


其 中 , 0 < a < 1, h(x) 是 (a,b) 上 的 严格 单调 递增 
解 ” 方程 (5.2.34) MERA UU s 并 关于 ~ 从。 到 x 积分 得 


MoDadtdy —  — ([(*  M(of(u)du 
| | pe MIT |, pO Auges E2 
左 端 积分 交换 次 序 得 
> 
| " ul [h(u) — h(t)]e[h(z) — h(u)!-- 
由 于 通过 变换 A(u)— hlr) = w[h(z) — h(t)) TRKE 
[ume I 
t [h(u) — h(t)]P[h(z) — h(u)]!-e 
N — 
o we[h(z) — h(t) (1 — w)e-![h(z) — h(t)]t-9^ 
"[ ust ae" Q,1— a) = "OMM = m csc(zto 
B | wa 人 (1 一 w)a-1 B(o,1 je r(1) (xa), 
所 以 方程 (5.2.35) 变 为 


a «mz «b. 


z (7 R(u)f(u)du 
vecino) | Ou = | nO KE 


两 端 对 zx 求 导 得 
sinna d ("^ h(u)f(u)du 
«0 - TAa |, mc - A 


类 似 地 , 积分 方程 


a « xz « b. (5.2.36) 


" 900 a) aeg 
| A /€ esc«b (5.2.37) 
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有 解 
d = | h/(u)f(u)du 
T dz jz |h(z) — h(u)!* 9" 


例 5.2.8 求解 积分 方程 


a « z « b. (5.2.38) 


" e(t) 
—— dt = , O0O€&a«zrzc«bx 
| V cos z — cost f (z) diii " 


[ $ (t) 
x VCOSZ — cost 


解 ”由 例 5.2.7 知 时 由 于 第 1 个 方程 中 a = h(z) — 1— cosz XE (0,x) EE 
格 单调 , 则 第 1 个 方程 的 解 为 


dt = f (x), Oxac«mzc«bt&m. 


DO | A 


类 似 地 , 第 2 个 方程 的 解 为 


| lid ?^  sinuf (u) 
$(x)2-——— | | a « x « b. 


du, a « x « b. 


例 5.2.9 求解 积分 方程 
o] ci edt 0<a<l,a<rx< b: 


(2) f a m dt, 0<a<la<z<b. 


E ”上 述 两 方程 是 例 52.7 的 方程 的 特殊 情况 ， 先 考虑 第 1 个 方程 ,此 时 
h(z) 21— a? 是 严格 单调 函数 , 于 是 直接 由 例 5.2.7 可 得 第 1 个 方程 的 解 为 


. 2sinax d uf (u) 


$(x)-— x ds | (Buys a « zx « b. 


类 似 地 , 可 直接 求 出 第 2 个 方程 的 解 为 


8 b 
$()- - ERI Wi -—. a«mz«b. 
T dz T (u? — x?) T 


例 5.2.10 ”求解 第 一 类 Volterra 积分 方程 


a UO 
| pcm iu ECT 


其 中 ， f (c) = 0. 
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解 ” 原 方程 是 例 5.2.9 的 特殊 情况 即 o — ;> 直接 得 方程 的 解 为 


事实 上 , 第 一 类 卷 积 型 Volterra 积分 方程 直接 运用 Laplace 变换 求解 很 方便 ， 
将 在 下 章 中 介绍 . 


5.2.3 ”第 一 类 Volterra 积分 方程 的 直接 数值 积分 解法 
对 于 第 一 类 Volterra 积分 方程 


af K (z,t)ó(t)dt = f (z), (5.2.39) 


因 其 离散 后 利用 数值 积分 公式 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 是 下 三 角 和 矩阵 ， 且 不 像 
第 一 类 Fredholm 方程 , 积分 方程 离散 后 系数 矩阵 会 出 现 病态 , 所 以 第 一 类 Volterra 
积分 方程 直接 数值 积分 解法 更 方便 , 而 不 必 化 为 第 二 类 Volterra 积分 方程 再 进行 数 
值 求解 . 

例 5.2.11 用 梯形 求 积 公式 求解 第 一 类 Volterra 积分 方程 


[ cos(x — t)o(t)dt = sin z (5.2.40) 
0 


的 数值 解 , 其 中 , 0 < t < o x2, PETE h= 0.1. 
解 ” 利 用 梯形 公式 , 将 方程 (5.2.40) 左 端 离散 化 , 并 代入 z= jh,j = 1,2,:…， 
可 得 方程 (5.2.40) 离散 后 的 线性 方程 组 


NCC — n)h]ós + cos[(j — n — 1)h]óss: — sinjh}, j— 12, 
其 中 ， On =F (nh). 
于 是 上 述 代数 方程 组 可 逐步 依次 递 推 求 出 其 数值 解 来 见 表 5.3. 


表 5.3 方程 (5.2.40) 的 解 的 数值 结果 表 (精确 解 为 (x) = 1) 


T 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
(x) 1.000 1.00166 1.0009 1.0066 1.0009 1.0066 1.0001 1.0066 1.0001 1.0066 0.99998 
T LI 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 
(x) 1.00167 0.99999 1.00168 0.99996 1.02171 0.99994 1.0972 0.99992 1.00177 0.99935 


第 5 章 习题 
1. 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


1 


N K (z,t)o(f)dt = fa), 
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z(r—t) Oxttzza, 
其 中 , K(z,t) = 1 f(z) =axz +b + csinrz. 


(r—t), xr<t<S z% 


(提示 : 首先 利用 解 的 存在 性 条 件 确 定 a,b,c.) 
2. 当 f(z) 满足 什么 条 件 时 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


| (zz 十 记 )g(bdt = f(z) 


才 可 解 , 并 求解 之 . 
3. 利用 数值 积分 法 求解 下 列 方 程 : 


0) | (s - opt — 2? 22 3 

(2 f T — z — 3; 

(3) [ 7tto(t)dt = e" (5e + 6). 

4. 当 核 K(z,t) 以 及 自由 项 f(x) AR 3,7 形式 给 出 时 , 求解 方程 
| Ka do = fo) 


5. 将 下 列 第 一 类 Volterra 积分 方程 化 为 第 二 类 Volterra 积分 方程 并 求解 : 
| (x — t)o(t)dt = x; 


2 
T 
(1— i^) di —- —; 
à | -e+ 2 
£ T? 
vcn —e2 —]; 
0 
w] 37 *o(t)dt = z. 
0 


6. 考虑 第 一 类 Volterra 积分 方程 
| e^ *Q(t)dt = sin z. 
0 


(1) 在 区 间 0 < x < 2n 利用 数值 求 积 方法 直接 求解 ; 
(2) 转化 为 第 二 类 Volterra 积分 方程 后 数值 求解 ; 
(3) 比较 两 种 解法 的 结果 并 与 精确 解 比 较 . 

7. 利用 数值 积分 法 求解 下 列 方程 : 


0) | (1-2 - 96()dt — «i (精确 解 ga) = e.) 
(2) E z(1--t)ó(t)dt = z^e* +x — e” 十 1; (精确 解 (x) = e.) 
(3) | (z 一 四 “gt)dt = 2x3 J3 (2/z). (精确 解 (x) = Jo(2 /z).) 
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8. 求解 方程 
| kensa sro, 
rod =| z(r-t, xt, 
t(z—t), z<t, 
f (z) 2 ax b-r-csinz. 


(提示 : 由 解 的 存在 性 条 件 首先 确定 a, b, c KE.) 
9. RE f(x) 要 满足 的 条 件 使 得 方程 


| +e) oat= sa) 


有 解 , 并 求解 . 
10. 24 L(z) 三 0, 而 M (zx) ZO Hf, 推广 定理 2. 
11. 证 明 由 (5.2.22) 给 出 的 %(z) 满足 方程 (5.2.17). 
提示 : 首先 证 明 如 果 G(t) 连续 且 7 > 0, Jt. 


- | (t — s) "s'G(s)ds = | (t — s)" — (s"G(s))ds. 


12. 证 明 当 z > 0, f(z) 可 微 且 0< yy<1 时 
(1) 3 f(t) dt = FOr " +| f (t) dt; 


o (z—t)^ (z — t): 
d - fA NM gy i-e uns 
DE| zz «--ma-ae[ das 


& dc] rp - fa Hp 


t2)» (1 一 x2) Z2 —t2)r 
13. (1) 证 明 (5.2.33) 中 的 h(z,t) 在 0<t<z<T 上 连续 ; 
(2) 如 果 k(z,t) 可 导 , 则 h(x, t) ETF. 
14. 证 明 对 于 0 入 z 芯 了, WẸ k(z,x) Z 0, W h(x, x) 对 任意 z TAS. 
15. 证 明 如 果 习 题 12 和 习题 14 的 条 件 都 满足 , 则 方程 (5.2.31) 有 唯一 连续 解 
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积分 变换 方法 也 是 求解 积分 方程 的 常用 的 方法 , 利用 它 可 方便 地 求解 一 些 特殊 
类 型 的 积分 方程 , 其 求解 的 基本 过 程 是 在 方程 两 边 作 用 积分 变换 , 然后 利用 积分 变 
换 的 性 质 将 原 积分 方程 转化 为 像 函 数 的 代数 方程 , 通过 代数 方程 求 出 像 函 数 , 最 后 
利用 积分 变换 的 逆 变 换 求 出 原 函 数 , 即 求 出 了 原 积分 方程 的 解 


6.1 Fourier 变换 方法 


Fourier 变换 方法 适用 于 卷 积 型 Fredholm 积分 方程 . 为 方便 起 见 , 首先 简要 介 
绍 Fourier 变换 的 定义 和 基本 性 质 . 


EX Fourier 变换 ; 


PIF] = F(s) = Qu) | fetat 


一 DO 


Fourier 逆 变 换 : 
p= FE = 20)| ep(s)ds 
其 基本 性 质 除 线性 性 质 
Flaf + bg] = (2n) '/* N [a.f (t) + bg(t)]e stdt 
—a(2x) V? N f (t)e istdt + e(2x) t? N g(t)e- tdt 
—aF|f) + bF|g| 


以 外 , 还 有 下 列 基 本 性 质 : 
(1) F[/(t — a)] = e-**F[/(0] 
(2) F(/(at)) = d FU]. ore 
(3a) FIFO] = isF[f()); 
(3b) FLAGD] = Gs)* FLA (OI, FEE) 是 FE) 的 大 阶 导数 
(4) 如 果 h(t) = f f(z)da, 那么 FIh(b] = SFIS); 
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(5) 对 卷 积 积分 hlt) = (22)-1/2 i f(t — x)g(z)dz — (2x)- | 
f (z)dz, 有 v n 
F|h(t)| = Fif|Flg] 
或 


还 有 Fourier 变换 的 帕 塞 瓦尔 公式 , 即 
| repras=| EPan 


利用 Fourier 变换 可 以 求解 卷 积 型 第 一 类 、 第 二 类 Fredholm 积分 方程 . 
考虑 卷 积 型 第 二 类 Fredholm 积分 方程 


p(z) = i k(x — t)ọ(t)dt + f(x). (6.1.1) 
当 f(x) € La(—0, +00), k(x) € L2( 一 00, 十 00) 时 , 方程 (6.1.1) 两 端 作用 Fourier 2E 
换 , 由 Fourier 变换 性 质 (5) 得 
(s) = F(s) + (2n)? K (s) (s). 


34 K(s) 关 (2n)- V? 时 ,有 


由 Fourier 逆 变 换 得 原 方程 的 解 
Oa DR 


一 DO 


类 似 地 , 可 以 得 到 卷 积 型 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 解 . 
考虑 第 一 类 积分 方程 


| kz 一 bb)dt = f (a). (6.1.2) 
方程 两 端 作用 Fourier 变换 , 由 Fourier 变换 性 质 (5) 得 
(22)? K (s) S(s) = F(s). 
当 K(s) #0 If, 有 


F(s) 


P= (27)!/2K (s) 


6.1 Fourier 变换 方法 


由 Fourier 逆 变 换 得 原 方程 的 解 
pla) = (2 | 


— OQ 


7 M 


l ets ds. 
S 
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并 不 是 Fourier 变换 只 能 求解 卷 积 型 积分 方程 , 如 可 用 Fourier 变换 求解 不 含 


卷 积 型 积分 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 
B kz 二 bg)dt = f(z). 


方程 两 端 作用 Fourier 变换 , 注意 到 


< | k(x + t)el**dz =e ttF(k), 
就 可 得 到 
(2x)? F(k)F-! (9) = F(f). 


Fr) 


例 6.1.1 求解 Fredholm 积分 方程 


34 F(k) z 0 时 ,有 


plx) = f(x) | e--tla(t)dt, 入 < 


解 HARIZ ell 的 Fourier 变换 
K (s) = (2n)- 7? N el?le-izsdy 
-a2 [P ence [Penes 
= (22)-1/? (= + n) 
OE 
其 次 在 原 方程 两 端 作用 Fourier 变换 得 


1/2 
B(s) — F(s) + (21)!/2A (z) Te 


2A 


=F u— 
OET? 


(s). 


(6.1.3) 


: 168 - 第 6 章 


于 是 o, 
96) = ra) 


从 而 


OO s? l 
(x) = (m2 | ma F(s)e “ds. 


eus E 
特别 地 , 取 f(c) = e t! 时 


2NU? 1 
rs) (2) TFS? 


所 以 np l 
p(z) = z N Imc." Y 
— ok 2 Ms 1 irs 
zx (2x) us N ( 二 ds 
i 9 \ 1/2 1 
icd (2) 1 一 2 入 十 52 | 
最 后 得 
plz) = (1 一 2N)-UV2e-G-2 
如 果 记 算 子 N 
Kọ = | elz-tlg(t)dt, 
则 
2 
F(K9) = Tt (0) 
于 是 
|. FU€0)|| = l| < 2 lll, 
对 此 


K| < 2, 
即 证 明了 ||K|| 是 一 个 有 界 算 子 . 
例 6.1.2 求解 第 一 类 积分 方程 


1 ($6) aL 


解 ” 先 作 代 换 , 令 


r=e%, t=e”, e(gme —y(p, f(e) = g8), 


积分 变换 法 
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则 原 方程 变 为 v - 
7] u 
ala aE iTS O 
两 端 作用 Fourier 变换 得 
F (g) 
= VF F (1/ cosh£)' 
其 中 ， 


1 1 [? ess 
á E93 H 73M cosh £ dé. 
为 了 计算 右边 的 积分 , 可 利用 复 变 函 数论 中 经 典 的 留 数 定理 来 计算 . 
事实 上 , z = Re, 则 


OO isé TX R i66 lir R "EIS d 
N cosh £ p" [高 cosh z DM 2A ue 3 r Cosh £ : 


34 s > 0 时 , 被 积 函 数 的 极点 是 cosh£ 的 零点, 即 


1 
C (n- 5i n = 1,2,3,.…: 


这 些 极 点 的 留 数 为 


lim | [E — (n + l 2 mije —. (— 1" g-*Qn--D2/2— s(2n-1)/2. 
£—(n--1/2)ni COS 


因此 
T —s(n 区 TT/ 2 
F^ Vinc o = cosh (x/2) s` 
当 s < 0 时 , 可 类 似 处 理 , 最 后 得 


p (e) e€ = v (£) = "ms N eit cosh TsF (g) de 


例 6.1.3 求解 第 二 类 积分 方程 
p(n)=3| Hats fo). 


r- j^ 
fe ”类 似 例 6.1.2 的 方法 可 得 到 


| 


I ds. 
v 2x J— cosh(n/2)s — A S 


p (0) e = 
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Fourier 变换 的 特殊 情形 , 即 Fourier 正弦 变换 , Fourier 余弦 变换 更 适合 于 求 
解 积分 方程 的 核 为 正弦 函数 或 余弦 函数 积分 方程 . 


Fourier 正弦 变换 
EU eg JN f (© sin stdt. 
Fourier 余弦 变换 
Eee "E | f (t) cos stdt. 
其 逆 变 换 分 别 为 
Fr1[f=f(0)= /2 | F, (s) sin tsds, 


F.iif-f(0- "HN F, (s) costsds. 
事实 上 , 24 f(t) 为 奇 函数 时 , F(s) = iF (s) 34 f(t) 为 偶 函 数 时 , F(s) = 


F; (s). 
ABE Fourier 正弦 变换 
F, [f] — F. (n) = | sinnzf (z)dz, 
其 逆 变 换 为 
f (zx) < 3 F, (n)sinnz. 
ARR Fourier 余弦 变换 
Fes |f] = Fe(n) = | cosnzf (z)àz. 
其 道 变换 为 


ra= -R (0) 4 = Y^ F, (n) cos nz. 


为 应 用 方便 , Fourier 正弦 , 余 弦 变 换 表 见 附 录 . 
例 6.1.4 求解 积分 方程 


| $ (t) sin ztdt = e *. 
0 


6.2 Laplace 变换 方法 :]71- 


解 ” 只 要 上 式 两 端 乘 以 "E " 


= | à (t) sin ztdt = "E 
F; [gj = "Ed 
De y2 2t 
Ó — FO [o] = "HI "E sintzdz = n+) 


6.2 Laplace 变换 方法 


Laplace 变换 方法 适用 于 卷 积 型 Volterra 积分 方程 . 首先 给 出 其 定义 . 
定义 Laplace 变换 : 


则 


TX 


LIS) = Fi = | f()eas 
Laplace 这 变换 : | 
E 1 T --100 : 
IHF] = fl) = zg Fejerdp 
Llaf + bg] = aL|f] + bL|gj 

以 外 , 还 有 下 列 基本 性 质 : 

(1) F(p — a) = Lle^*(f (s))]: 

(2) L[f(as)) = 2 L[f(s)]p5p7a; 

(3a) L[f'] = pL|f] — f(0); 

(3b) L[f*] = p*L(f] — ptt f(0) — p*-?f'(0) — -.. — f^^! (0), f* 是 导数 ; 

dF(p) _ 

(3c) ue n — (s)]; 

(4) 如 果 h(s) = | f(z)dz, 那么 L(h) = H(p) = - Lf 

(5) 对 卷 积 积分 


hs) = | f(a)o(s - z)àz = | glo) f(s — sas, 


Lih] = L|f|L|g 或 H(p) = F(p)G(p), 
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其 中 ， 
G(p) = | g(s)e ”ds 
这 一 性 质 也 称 为 乘法 定理 . 
(6) 对 积分 
h(s) = | f(x)g(s, x)dz, 
设 
Llg(s, z)] = G(p)e-**), 
其 中 , G(p) 和 q(p) 是 关于 p 的 解析 函数 , 则 
H(p) = F(a(p))G(»), 


g(s, £) = L''![G(p)e ee 


显然 , 如 果 g(s,z) = g(s 一 x), q(p) = p, 则 从 性 质 (6) 直接 推出 性 质 (5), 所 以 性 质 
(6) 也 称 为 广义 的 乘法 定理 . 

利用 Laplace 变换 可 以 求解 第 二 类 Volterra 卷 积 型 积分 方程 与 第 一 类 Volterra 
卷 积 型 积分 方程 . 

先 考 虑 第 二 类 Volterra 卷 积 型 积分 方程 


| K (z — t) (D) dt = f (2), (6.2.1) 


HH, {4% k ERF r-t ZERA. 
方程 两 端 作 用 Laplace 变换 并 利用 卷 积 公式 得 


9 (p) = K (p) 9 (p) + F (p), 


从 而 


|. F(p) 
MSTK 


再 利用 Laplace 的 逆 变 换 就 可 直接 得 到 原 方 程 的 解 . 
现在 考虑 第 一 类 Volterra 卷 积 型 积分 方程 


| K (x —t) o (t) dt = f (x). (6.2.2) 
类 似 地 , 两 端 作 用 Laplace 变换 得 


K (p) 9 (p) = F (p), 
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E. 
(p) - E) 


K (p) 
其 解 就 可 由 Laplace 的 道 变换 得 到 . 


例 6.2.1 求解 Verterra 积分 方程 
qm | ez *o(t)dt. 
0 
解 ”两 边 作 用 Laplace 变换 得 


= K(»)9(»), 


其 中 , K(p) 是 k(x) = ez 的 Laplace 变换 
K(p) — | ee *Pds = — 


于 是 


立即 求 出 其 逆 为 


f| 6.2.2 ”求解 积分 方程 


sin z = | Jo(z — t)9(t)dt. 


0 
f ”事实 上 已 知 fi(z) = .Jo(z) 的 Laplace 变换 是 


TE 而 sinz 的 Laplace 
变换 是 37 积分 方程 两 边 作 Laplace 变换 后 得 


1 


(p) = AES 
反 演 得 
(x) = Jo(x). 


将 该 解 代入 原 方程 后 得 有 趣 的 结 采 


| Jo(z — t)Jo(t)dt = sin z. 
0 
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例 6.2.3 求解 方程 


Oe eon psi 


解 设 z= yu, t= Vo, pilo) = 3-90), filu) = f(vVu), 于 是 原 方程 变 


NW 
为 
fi(u) = | k(u — o)ġı(o)do, wu>0. 
两 端 作用 Laplace 变换 得 
Fi(p)  pFi(p) 
"PN (p pK(p) 
定义 
R H(p), 
则 
$1(p) = pH(p)FA(p). 
由 Laplace 变换 的 性 质 得 | 
6.5) =L |È | hu- oflo) 
或 者 
hlu) = 3 | Mu- e) (8e, 


其 中 , h(s) 是 H(p) 的 道 变 换 . 于 是 
(x )= 2 二 | tf (t)h(z^ — t^)dt. 


下 面 求解 上 述 方程 的 一 些 特殊 情况 . 
(1) kt) 2t ^, 0<a<l, 


即 
NA C 
/四 = 上 aiat 
1 | x —aq,—pt "S «a—1 
Hü)- Rey K=) reat = rU- ap. 
于 是 
si 1 sinam y— 
unis p a 
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所 以 
$(z) = 


2 sin o d | ^  tf(t)dt 
T dz 


0 (x? uU [^)5-e 


(2) k(t) = t7? cos (s) ,8 是 常数 , 此 时 


l (g 
K(p) — US B“ /(Ap)). 


故 
h(s) = L^! Ex. ean ili z Cosh (BVE), 
即 方程 
fe | peri, ] ó(t)d, s»0 
的 解 是 
p(z) = = 二 | — À f(t)dt. 


例 6.2.4 ”求解 非 齐 次 方程 
H) =1—| (« -Dat 
0 
K BT 


kz)-z K()- 5 
原 方 程 两 端 作 用 Laplace 变换 得 
(p) = - = ap 
从 而 
(p) = pa = Ll[cos x]. 
故 原 方程 的 解 为 


p(x) = cos z. 
例 6.2.5 求解 Abel 积分 方程 


f(z) = | EEC 0<a<1. 


解 方程 两 端 作 用 Laplace 变换 得 


F(p) = K(p)9(p), 
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其 中 , K(p) 是 k(z) = z^* 的 Lapalce 变换 ， 


K(p)=p°* T(1— o), 


所 以 
D ? F(p) 
$(p) = -a 
可 以 利用 关系 式 
Ta)iE(L — a) = n csc ra 
将 上 式 改写 为 
Dlo) = cora ag OFO) = LT (ap * F(p) 


由 Laplace 变换 的 性 质 (5), 上 式 可 写 为 
sin CT 


o(p) = pL | | (z — £7 f (t)dt . 
再 由 Laplace 变换 的 性 质 (3) 得 


sinan d 


pla) = 359 | («- oret. 
一 般 地 , 对 非 齐 次 具有 卷 积 核 的 Volterra 方程 
p(z) = f(x) + | k(x 一 让 gb)dt (6.2.3) 
上 式 两 端 作用 Laplace 变换 后 得 
$(p) = F(p) + K(p)9(p) 
或 


F(p) 
S(p) = — KO 


反 演 后 便 得 其 解 . 
由 积分 变换 方法 可 以 找到 积分 方程 (6.2.3) 的 预 解 核 . 由 于 预 解 核 T(z, 是 从 
核 的 和 , 所 证 明 的 是 它们 都 依赖 于 差 (z — 0. 的 确 ， 


E | 人 |. kie E 
其 中 , BS o = 一 t. 这 个 过 程 显然 可 继续 下 去 . 于 是 方程 (6.2.3) 的 解 为 
é(z) = fla) + | Tæ- oot, 
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两 端 作 用 Laplace 变换 得 


Pip) = F(p) + £(p)F(p), 


其 中 ， 
f2(p) = L|T'(z — t)] 
TE F(p) 
P 
1- K(p" F(p)1 + 2(p)], 
K (p) 
N(p) = 1- K(p) 


反 演 后 便 给 出 T(z — t). 
例 6.2.6 ” 求 出 下 列 方程 的 预 解 核 : 


解 B tlz) = z, KG) 一方 于 是 


NUS KG " J L 
其 逆 变 换 为 
T(z)= a5(e - e 7) 
故 预 解 核 是 
T(z- t) = z(e77* - e?) 
于 是 上 方程 的 解 为 


p(x) = f(z) + P^ | e 'f(t)dt — er | e f (£)dt. 
例 6.2.7 求 出 下 列 方程 的 预 解 核 : 
Wla) = F(a) + | ettet. 
解 ” 因 为 k(z) = e", 所 以 
K(p) = -| f2(p) = — T(z) = e^. 
故 预 解 核 为 


T(z - t) - posce 
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因此 原 方程 解 为 


p(z) = f(z) «[ 22-2 f(t)dt 
例 6.2.8 ”求解 方程 


&(s) ^ f(x) - A | Joa 一 bg(b)dt 
解 ”因为 k(z) = XJo(z), 所 以 


入 
K(p) — DIU 
À 
np) = —————., 
O= A 


V A a do 
Dx) am sin 1 一 A?( 


+A [eos (v1 — A2 - x)| + "i sin(V1 — A* - x), 
其 预 解 核 的 值 只 需 将 上 式 中 的 z (o — 0) 代替 便 可 得 到 
例 6.2.9 — 非 齐 次 Abel 积分 方程 


naa P 90 
p(s) = f( af (zd 
EE ”因为 核 k(xz) = Are, 所 以 


, 0«oc«l. 


K(p) 2 AT(1— a)p” , 


|. Ar(1- a)p*! 
(p) = 1 — AT(1 — o)pe-!' 


其 逆 变换 为 | 
^ [AT(1— o)si-?]" 
9-17 sl'n(1—o) ` 
故 其 解 可 写 为 


-X DEC - o)(z - t) 
olx) = f(x) + | naa A 


Laplace 变换 也 可 用 来 求解 积分 区 间 为 (z, 十 oo) 的 Volterra 积分 方程 . 例如 
可 求解 如 下 类 型 的 积分 方程 : 


十 co 
b(a) - fG)- | K (x — t)9 (t) dt. 
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方程 两 端 作用 Laplace 变换 并 通过 代 换 —u = x — t MRNK, 得 
9 (p) = F (p) + K (p) 9? (p), 
其 中 ， 
K (—p) = | K (—z)e"dz. 
FE 1- K (-p) Z 0 时 ， 


F (p) 


Pipes K (-p) 


从 而 


er?™ dp. 


Rep-Fioo 
ibus? | F (p) 


i 2ni Rep-—ioo 1 一 (—p) 


例 6.2.10 “求解 第 二 类 Volterra 积分 方程 
$(z)—z4 | e2(7799 (t) dt. 
2 


P ts $ 1 
FE KCcp-| etde = — Rep « 2. 


原 方程 两 端 作用 Laplace 变换 得 


RẸ 


求 其 Laplace 逆 变 换 得 
ó(r)—-2r-4c1-e*. 


这 其 实 只 是 原 方 程 的 一 个 特 解 . 
如 果 考 虑 其 齐 次 方程 


p(z) =| o(a 


通过 两 端 求 导 可 化 为 常 微分 方程 , 直接 可 求 得 齐 次 方程 的 通 解 为 cie”, ci DER 
数 . 于 是 原 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
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$ (x) = ce 4- 2x 4 1, 


其 中 , C (C = 01 一 1) 为 任意 常数 . 

利用 Laplace 变换 也 可 求解 积分 区 间 为 (z, +eo) 的 第 一 类 和 第 二 类 Fredholm 
积分 方程 . 

例 6.2.11 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


| e- 5 o (t)dt = z. 


解 “方程 两 端 作 用 Laplace 变换 , 并 查 积 分 变换 ( 见 附录 ) 得 


Slv) 1,90 1 
vp p p p 
从 而 
$()- 
因此 得 原 方程 的 解 
$ (7) = 57° 


例 6.2.12 ”求解 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
o (x) = re *- A Jo (2vzt) $(t)dt, |t| 7 1. 
0 
解 “方程 两 端 作 用 Laplace 变换 , 并 查 积 分 变换 表 ( 见 附 录 ) 得 


zt) 


因而 、 

Ne up p : 

p (2) DT + Apó (p) 

两 式 联 立 求 得 
1 入 
P (p) = 7 y X ; 

因此 1 0 -— 

o (x) 一 ES ES 1—XM* 


是 原 方程 的 解 . 
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6.3 Hilbert 变换 方法 
关于 函数 f(0) 的 有 限 Hilbert 变换 通常 定义 为 


H;[f] = F(0) = i | (6.3.1) 


T Jo cos — cos ġ 


Hilbert 3235358 Jj 


f(0) = Bz[f- 1 | EE en t - | f(8)d9. ^ (6.32) 


m |a cos — cos 8 


由 (6.3.1) 和 (6.3.2) 可 推出 Hilbert 变换 的 其 他 几 种 形式 , 在 其 推导 过 程 中 需 
要 用 关系 式 


| ON dion x———, n20,n21HB SARI, 
0 COS Ù cosa sin o 
一 般 情况 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 


由 (6.3.1) 和 (6.3.2) 知 


Fi(—0) 一 — F; (0), Ji f(8)d9 一 C 为 常数 ， 
0 
f1(0) = f(8) — c, 


fi1(—0) = f (8) — c, 


1 (* 1 [7 1" 


-[ sin à hg)d9= f sin 0 |f (8) — aldo 
0 


JU 


T Jg cos Ü — cos 0 o cos v — cos Ü 
c[(" | sin0 
-—— 一 二 | —— de = F (0). (6.3.4 
di < | cos 9 — cos Ü f e eS 
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者 记 上 方程 中 0 = (0 — V) + = (0 4 4), 便 得 


Fi(0) = x [ loot 3 (0+ 2 f. (0)a8 + + xl 区 =(0 — 2 fidd. — (6.3.5) 
第 一 个 积分 中 3 换 为 -3, 则 有 
m0) = 去 | eg - 0| cao (6.3.6) 
同 理 , 可 推出 
fil) = = s" 区 e » 2 F, (0)d9 + = | LI (0 + 7 F, (0)6, 
第 二 个 积分 中 -o, WA 


(6.3.6) 和 (6.3.7) 组 成 Hilbert 变换 的 第 2 种 形式 . 
由 (6.3.5) 知 
F; (0) = 去 | à + cot — (0 十 中 fi1(9)dd + xl à + cot 一 (0 — 2 Rh (8)d0 
1 Jt 
-I| fia? 


由 (6.3.3) 知 最 后 一 积分 为 零 . 将 0 换 为 -3 得 


Fi(0) = H " à + cot ~ =(0 — 9) fi1(9)dd (6.3.8) 
类 似 地 ， 
f1(0) = | à + cot 二 (9 — 7 Fí(0)29. (6.3.9) 


(6.3.8) 和 (6.3.9) 组 成 Hilbert 变换 的 第 3 种 形式 . 
在 (6.3.7) 和 (6.3.8) F, 令 
F(0) | F(arccosz) 


z-—cos0, t—cosU, p(r)— = (1 — a2)1/2 


f(8)  f(cos z) 
q(z) — sin0  (1— z2)1/2' 
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则 方程 (6.3.7) 变 为 
F(0) 1f" 1 f(9) . 
sinÜ m | cos Ü — cos Ù sin) "e 
* - «(t)d 
1 q(t)at 
po) = 元 | $9. —]«zcrc«.l. 


便 得 到 与 (6.3.8) 对 应 的 逆 变 换 


1 [! f(1-8N!7 p) c 
= 一 d 9 -1« < d 
alz) 3 (15) ix (1— 22)1/2 E 


其 中 ,c= - | q(t)dt. 
—1 
(6.3.10) 和 (6.3.11) 是 有 限 Hilbert 变换 的 第 4 种 形式 . 
无 限 Hilbert 变换 定义 为 


nro = 二 | Oa 


区 由 ss 
其 中 , 右 端 积分 是 Cauchy 主 值 积分 , 即 
[ f a — lim f FO at 
一 Co A 


i—s A—oo]. 


EBR Hilbert AFJ 
f(s).= H`! {F(s)} = S. [ P) 


NT J— 


例 6.3.1 ” 解 积分 方程 [ se 
t 
T dt =Q. 


pz 


解 由 (6.3.17) 知 


(z) = T AA 
例 6.3.2 ERDHE 
1[* det) 


sinz ==| — dt. 
"loce e 


E ARERI 


[ eit dt — iV t 轴 上 极点 的 留 数 = Ti(cosZ 十 isinZ). 


r—t 
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(6.3.10) 


(6.3.11) 
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分 开 实 、 虚 部 得 
-| cost l 
— di = —sinz, 
We 
1 
=] u dt = cos T. 
Wo 

于 是 


例 6.3.3 求解 积分 方程 


dt = -24, a « z « b, 


b 
| p(t) cot 
其 中 , A 是 已 知 常数 且 
b 
| p(t)dt = 0. 
解 ”为 求解 该 方程 , 引进 变量 蔡 换 


[e ; (6 — a) z(b- a), ge 5 (6 — a)n + =(b +a), —]«*£,]« |l. 


2 2 
原 方 程 变 为 
à b—a£-—15 ||. 4A 
| seo (^55 Ez ae - - 125. —l1«mc«1 
和 
1 
| (ato 
再 引进 变量 蔡 换 


b—a 
Q = tan 35 —l]«u,vc«l, 


积分 方程 进一步 变 为 


1 7 1 
(1 +a?) | ro | ġ(u)du = —A 
-1 4 一 =i 
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和 
| $(u)du = 0, 
=i 
其 中 ， 
:.. ġlu) 
lu) = Pt (6.3.12) 
积分 方程 最 终 化 为 
1[! ġ(u)du 4 
= A E |u| « 1. 
由 Hilbert 变换 的 第 4 种 形式 有 
:;. 4 ip  G-w)^du 
oA niu) 
i A v(1 4 o2)172 
7-^«^ü-rewü-eym "sl 
这 样 就 可 由 (6.3.12) 求 出 原 方 程 的 解 (v). 
例 6.3.4 求解 积分 方程 
[ ET — gin 2s, (6.3.13) 
| U n (6.3.14) 
o cost — coss 
由 于 方程 
| SO 
EE 
[ SE EE T 
Eos d eT 
所 以 


H (cos bt) = sin bs, 
H^! {sin bs} = cos bt. 


由 上 式 知 方程 (6.3.13) 是 其 5 = 2 时 的 特殊 情况 , 故 其 解 为 
u(t) 一 -> cos 2t, 


方程 (6.3.14) 是 n = 1 时 的 特殊 情况 , 故 其 解 为 


1 
t) = — cost. 
u(t) = CO 
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6.4 Hankel 变换 方法 
Fourier 变换 理论 可 以 推广 到 多 个 变量 . 假设 


[ [ |f (x, t) dzdt < oo, (6.4.1) 
则 定义 Hankel 变换 
Fl(s,o) = x N N f(x, t)e 57 * 99 dzgt. (6.4.2) 
Hankel 353518 7j 
LET e 二 N N f (s, c)eisv tet dsdo. (6.4.3) 


现在 假设 f (m, t) 有 特殊 形式 f(z,t) = f(r), mb 是 柱 坐 标 , 条 件 (6.4.1) 现 
在 变 为 


| | |f (r)|^rdrdó = 2x | r|f(r)| dr < oo. (6.4.4) 
0 JO 0 
WRS s= pcoso,o = psina, (6.4.2) 和 (6.4.3) 分 别 化 为 
Fl(p,a) = z | | f(r)elrpcos to tnelrdrdo, (6.4.5) 
o JO 
oo r2x 
firj”? = x | | F(p,Q)e ??cos(6 9) pdpda. (6.4.6) 
0 JO 


2x 
而 Bessel 函数 的 标准 积分 表示 式 为 Ju) = 去 | erosa- 3da 于 是 
0 
a gue L | rf (r)J, (rp)dr, (6.4.7) 


f (rei? -. eins | p u rif (7 h(np)an ) Ja (rp)dp. (6.4.8) 
现在 给 出 Hankel 变换 定义 
及 月 = F(p) = | rf(r)Js (rp)dr, | rf (r)f dr < oo. 


Hankel 逆 变 换 " 
f(r) - H;'[f] - | pF(p)Jn(rp)dp, 
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可 直接 证 明 
H?|f]- f. 
例 6.4.1 解 方程 
6x) -A[ tagd = fo) 


解 ” 考 虑 到 f(z) € La([0, oc], z) La (10, oc], z) 是 所 有 满足 | z |f (z)f* dz < oo 
的 f(z) 组 成 的 空间 ) 上 方程 可 写 为 


9—AH(G)= f. 
于 是 当 X 41i, 其 解 为 
£X MR) 
1 一 AX 


例 6.4.2 ”求解 对 侦 积 分 方程 组 


| rjo(pr)b(r)dr = us, 0&r«1, 

0 

| —r*Jo(pr)p(r)dr =0, 1«r«oo. 
0 


解 ” 由 于 关于 零 阶 Besse 函数 0(pr) 有 公式 


| 2AT Jolpr)dr ES 2 0<r<l1, 
0 T 2 


| sinrJo(pr)dr 20, O0«r«oo. 
0 


从 而 由 Hankel WERA 
2ug SinT 


é(r) = 
有 限 Hankel 变换 的 定义 为 
Haslf| = Fn (pr) -[ r f (r)Js (rpx)dr. 
AR Hankel 逆 变 换 


f( = HUI = 5 3 007 Y 


m r?’ 


HP, apk 是 Ml) 的 零点 , B 


Jalap) 20, k=1,2,..: 
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6.5 Mellin 变换 方法 


Mellin 变换 是 由 Fourier 变换 派生 出 的 一 类 有 实际 应 用 的 变换 , 除了 适合 于 求 
解 某 些 类 型 的 积分 方程 外 , 还 在 求解 弹性 理论 的 某 些 问题 和 含 随时 间 改 变 的 变 参 数 
系统 的 问题 中 有 广泛 的 应 用 . 

为 了 定义 和 推导 Mellin 变换 , 从 定义 在 L[ 一 00, oo] 上 的 Fourier 变换 


Fls] = (27)-1/2 [ f (t)e stadt, 


F) = (21) !? | eif* F'[s]ds 


出 发 , 令 u= et 因此 
F[s| = (2x)? | f(logu)u-?5-!du, (6.5.1) 
0 
flogu) = (21) 1? | F|s]u'*ds. (6.5.2) 
如 果 2. 
| z |f (log u)|^ du < oo, (6.5.3) 


4 s = -ic, 用 (2x)! f(u) 代替 (6.5.1)~(6.5.3) 中 的 flogu), 并 用 M(e) 表示 
(6.5.1) KA, 则 当 


| - ro du « oo (6.5.4) 

时 ， oo 
M(o)— | f (u)u? du, (6.5.5) 
TE | M (c )u-* do. (6.5.6) 


(6.5.5) 称 为 f 的 Mellin 变换 , 而 (6.5.6) RA Mellin 33535. 
Mellin 变换 的 定义 可 以 推广 到 更 广泛 的 一 类 函数 . 假定 存在 一 个 使 得 u^ f(u) 
满足 | 
| u?*-1 |f (u)|^ du < oo (6.5.7) 
0 


的 实数 k, 则 Mellin 变换 推广 为 


M(o) = | f (wu tdu, (6.5.8) 


6.5 Mellin 变换 方法 


1 ioo ap 
u* f(u) = =] | M (o)u “do. 


将 (6.5.8) 和 (6.5.9) 中 的 o +k H o 代替 可 得 


M(o) = | f (u)yu? tdu, 


= 一 一 M do. 


Mellin 变换 具有 与 Fourier 变换 和 Laplace 变换 相 类 似 的 性 质 : 
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(6.5.9) 


(6.5.10) 


(6.5.11) 


TERR 6.5.1 id f(t) 的 Mellin 变换 为 MLO, 若 其 存在 则 记 为 F(s)， 则 


M1{f(at)} 存在 且 有 


Mif(at)) =a * Mif(t)) 2a ?^F(s, a»0. 


HERR 6.5.2 “对 应 于 Fourier 变换 的 帕 塞 瓦尔 公式 ， 有 Mellin 变换 相应 的 公式 


| ds a | | M (e) do. 
0 —100 


u 2T 
性 质 6.5.3 ”对 于 性 质 6.5.2 的 更 一 般 情 况 , 若 记 
N(o) = | g(u)u* idu 


F g(u) 满足 (6.5.4), I 


2ni 一 100 
更 一 般 地 , 有 
| u?! f(u)g(u)du = 二 | M(o + kK)N(c + k)do 
其 中 , wz f(u), u*g(u) 满足 (6.5.7). 
如 果 定 义 卷 积 算 子 如 下 : 
mee u 
f*90)-| zf0e(2)e 
则 有 Mellin 变换 的 卷 积 性 质 


| Grou du -M()N(). 
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性 质 6.5.4 y(t) 的 Mellin 变换 为 M{g(t)} = G(s), 则 成 立 
M [^ [ P fatta = F(s + a)G(1 — s— a + p). 
特别 地 , 34 a = 0,8 = 0 时 , 有 
M ii 1lebetbdt | - F(s)G(1 — s). 
性 质 6.5.5 ”类 似 地 ， 
MAT res(2) $] = roco 


t 


下 面 通过 实例 来 说 明 Melin 变换 在 求解 积分 方程 中 的 应 用 . 
例 6.5.1 Xt $(z), f(z),k(z) 的 Mellin 变换 均 存 在 且 分 别 记 为 $B(s), F(s), 
K (s), 求解 积分 方程 


g(z) = f(z) + | e (Z) "Oa 


解 (6.5.12) 两 端 同时 作用 Mellin 变换 , 并 由 Mellin 变换 性 质 6.5.5 得 


(s) = F(s) + K(s) (s), 


(6.5.12) 


34 K(s) £1 f, F(s) 
B(s) = 1- K(s) 
再 求 其 逆 变换 M11{ 5(s)}, 便 可 得 到 原 积分 方程 的 解 wz) = M7! {6(s)}. 
例 6.5.2 作为 例 6.5.1 的 应 用 , 求解 积分 方程 


dt 


—, Qa>0. 
t 


br) =e e| e Ae 


fit HF eer 的 Melin 变换 
1M{fe “2} = | rle tdr, 
0 


当 令 z = az, 即 可 求 出 


原 方程 两 端 同 时 作用 Melin 变换 , 由 例 6.5.1 立 得 


__ TCO) 
TO 可 


6.5 Mellin 变换 方法 


根据 Mellin 3625348 


ioo--k S S 
"T | T(s d 


Ep] —————— 
271 


例 6.5.3 Mellin 变换 还 可 用 来 求解 Fuchs 积分 方程 


plz) = jz) 十 | Kate(Oat 


0 


sik Ls T(s)/2 (ax)*.- 
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(6.5.13) 


fg DF (6.5.13) 两 端 同时 作用 Mellin 变换 , 并 由 Mellin 变换 性 质 6.5.5 得 


(s) = F(s) -- K(s)9(1— s), 


上 式 中 的 s 用 1 一 s 代 换 后 得 


$(1— s) = F(1— s) 4- K(1— s)ó(s). 


上 两 式 联 立 , 当 1 一 KK(s)K(1 一 s) #0 时 , 解 得 


F(s) 4- K(s)F(1 — s) 


2) - A-K()Kü s) 


再 求 其 逆 变 换 M- {6(s)}, 便 可 得 到 原 积分 方程 的 解 
p(z) = M~? (9(s)). 
例 6.5.4 ”作为 例 6.5.3 的 应 用 , 求解 积分 方程 


olx) = f(x) + MEIN p(t) cos xtdt. 


RO ZEIT 函数 的 性 质 


l'(s)T(1— s) = 


sin Ts 


通过 作用 Mellin 变换 , 由 例 6.5.3 知 


.F(st-K(sPFü-—s _ Fls) , KUFU- s) 


PLs) 1 一 à? 一 入 
根据 Mellin 变换 的 性 质 6.5.4 和 Mellin 道 变换 可 以 得 到 


$(z) = an bs : X "H | f (t) cos xtdt. 
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例 6.5.5 求解 对 偶 积 分 方程 组 

| eem J,(rt)dt 2 f(z), 0«c«1, 

0 

| (04, 604t—0 T]. 

0 
f£ Hi Melin 变换 的 稚 积 性 质 得 

oo P 1 c-Fioo 
| t? $ (t) Jy (zt) dt = 2: aM $ (s) Ja (1— s)ds, 


OO 1 C-cFioo 
| $ (t) J, (zt) dt = | $ (s) J., (1 — s)ds, 


271 c—ioo 


i 22+s-1 /a+y+s 2 一 Qw 一 5 十 MY 
Jem tets—-1 J. (xt) dt = T| 一 一 一 一 D([——— ]. 
| Yet) gats ( 2 )/ 2 ) 


于 是 可 求 出 其 解 为 
b= | rn) moe a-ex() s 


0 
1 站 E sga A 2 十 7 十 Q 一 5 
m ncm pie a c 
i 270 v c—ioo (zn) ( 2 ) / ( 2 E 


(241) - 972 


i 1 
— T(o/2) | n+ oJ, aja (N2) d | Jy (nE) ET (1 — gno? d£. 


6.6 Meijer 变换 、Kontorovich-Lebeder 变换 等 
Meijer 变换 的 定义 为 


fi (s) = "Hu vszK,(sr)f(r)dz, 0 < s < oo， (6.6.1) 
0 
其 中 , K, (x) EBER u MEXE Bessel 函数 , WEKA Macdonald 函数 . 其 逆 变 
BUS c-Fioo 
fG)-- 元 | — VTI (sz) f(s)ds, 0< s< o0, (6.6.2) 


其 中 , I (z) 是 修正 的 p 阶 第 一 类 Bessel 函数 . 
修正 的 第 一 类 Besse 函数 记 为 I, (x), 第 二 类 Besse 函数 记 为 K, (x), 它们 是 
Bessel 方程 
„2Y dy 


iz +e (7 +rv)y=0 


6.6 Meijer 变换 、Kontorovich-Lebeder 变换 等 


的 解 . 由 公式 给 出 ， 


OO v+2k m 
o (z/2) 77 ATE n I.,-—lI, 
TOTES 


2 SinTz ' 
例 6.6.1 pm 
| var G0 ()at- fe) 


其 中 , z 为 一 个 复 变 量 . 
E ”直接 利用 Meijer 变换 得 
c 十 1co 
$ (t) = zb | V ztI, (zt) f (z) dz. 


Kontorovich-Lebeder 变换 可 定义 为 
F (s) = | &. (r)f(x)dz, 0< s< œ. 
0 


Ki,(z) 是 修正 第 二 类 Bessel 函数 , i = /—1 是 虚数 单位 . 其 逆 变 换 为 


f(x) = H [ ssinh (xs) Kis (x) F(s)ds, 0< z< œ. 
0 


Meler-Fock 变换 可 定义 为 


PO=| Pr (9) f (ed 


f (z) = | rtanh (xr) P. TV2Hir (£) F (r) dr, 
其 中 , P, (a) 是 第 二 类 Legendre 球形 函数 . 
例 6.6.2 ”求解 Dual 积分 方程 


| tP_1/2+it (cosh T) Ó (t) dt — f(x), Ücrc« a, 
0 


[ tanh(xt) P. 1/51; (cosh z) $ (£) dt 2-0, a«z « oo. 
0 
St ”直接 利用 Meler-Fock 积分 变换 可 得 其 解 为 


s(a) = seo | OE 


—= ds | dt. 
v cosh t — cosh s 


注意 到 
P E cos(zs) d 
—1/2-Fit (cos T) az pu | Vcosh z — cosh s 5, 
上 式 右 边 的 积分 称 为 Meler 积分 . 


gp x 


y Æ +1,2,- 
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(6.6.3) 


(6.6.4) 


(6.6.5) 


(6.6.6) 
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6.7 主要 积分 变换 列表 


X 6.1 主要 积分 变换 


积分 变换 定义 UE 
Laplace 变换 F(p) = | e P* f (z) dz f (z) = 元 | e”? F (p) dp 
oo c 十 1co " 
双边 Laplace 变换 F(p) = | e P^f(z)dzx f (z) = =] P eP? F (p) dp 
Fourier 变换 F (u) = S |. e "Tf(x)dyz f(z)— -5 [^ e"? F (4) du 
1 

Fm = 一 一 一 t | 

多 维 Fourier 变换 x (22)/? ls. "m f(z) = ws] Fm (u) eitwz)du 
xei(wz)dt (on SES 


Fourier 正弦 变换 F (u) = E [. sin(zu)f(rz)dz f(z)= "HN sin (zu) Fs (u) du 
Fourier 余弦 变换 Fe (u) = / 9 | cos (xu) jz)dz f(z)= "E N cos (zu) Fe (u) du 


Fp (u) = m. | D (cos ru 


uim 
Hartley 变换 V2n f (z)— E (cos zu 十 sin zu) Fn (u) du 
T sinzu)f (x) dz b 
OO 1 c+ioo 
Mellin 变换 F (s) = | z^—f (z)dz fis) 5s | zr ^F(s)ds 
Hankel 变换 Fy (w) = | zJ., (zw) f (z) dz f= L. w J-, (zw) Fy (w) dw 
Y 变换 F(u) = | VuzY,(ru)f(r)r jz) = | VurHy(ur)Fy (vu)du 
2 OO 
F(s)= 4/— srK., (sc c-Fioo 
Meijer 变换 " Val pem f (z) = $3 ~ vszL, (sz) F (s) ds 
x f (z) dx ee 
FO)=| Jai nar) 
xG (z,r) f (z)dx 
Bochner 变换 G (z,r) = 2nr (2)™ , J (z= N J5/2—1 (2xrz) G (r, z) F (r)dr 
n21,2,.- 
Fa (u) = | Wy (zu, au) z f (x) dz 
j f(z) = | Wy (Th au) p (u) du 
Weber 变换 Wx (B, u) = Jy (8) Y, (u) = Jo J2(au)-- Y2 (au) j 
—J» (u) Y~ (8) 
Kontorovich co 2 fce . 
F (y) 三 | Kir (x) f (z) dx Jm) 22: | rsin (nr) Kir (x) F(r) dr 


-Lebedev 变换 
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| 续 表 
积分 变换 定义 逆 变 换 
Meler-Fock 变换 F (y) = | 已 1/A+ir (£) f (7) dz f(x) -[ rtanh(zr) P. 1/2+ir (z) F (r) dr 
minat rell Da ge--i[^ Pes 


注 :(zw,t) EHE x M t WAF, 即 (x,t) = ` Tktk, © = (11,22, Im), t = (ty t2,- tm), 

k=1 
Em 为 m 维 内 积 空间 . i= —1, Ju (a) M Y, (x) 分 别 是 第 一 类 、 第 二 类 Bessel 函数 . I, (x) 和 K, (x) 
分 别 是 改进 的 第 一 类 、 第 二 类 Bessel 函数 . 已 , (z) 是 第 二 类 Legendre 球形 函数 , H, (x) 是 Struve RX, 


H,(z)- 5, I (j - 3/2) P (u +j - 3/2) 


68 投影 方法 


6.3 节 介 绍 了 Hilbert 变换 , 本 节 定 义 其 算 子 形式 


9t) 
r-—t 


Hé- - | dt. 


Jj. 


右边 积分 是 Cauchy 主 值 积分 . 算 子 有 H 将 L;[-06, 0o] BUR SI B EB. 
H?¢ = —9. 
如 果 将 Fourier 变换 对 应 的 算 子 记 为 F, 则 
F(H4) = isgnsF(9). 


由 上 得 出 算 子 五 有 逆 算 子 , 即 H = -H H |H] = 1. 
设 $ € Lz[ 一 00, oo], 定义 两 个 新 函数 9 (x) M 9. (x), 


$+(7) = z|ó - 1H 9), 


$- (z) = Zlý - iH9]. 


对 (6.8.4) 和 (6.8.5) TE Fourier 变换 得 


I= N| 


F(ġ+) = >[F() TiF(H$9)| = 2[F() — sgns f (9)] = | 


F(9), s>0, 
ro)-| E d 


(6.8.1) 


(6.8.2) 


(6.8.3) 


(6.8.4) 


(6.8.5) 
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故 
$—ó.-$6-, F(p) =F(¢+)+F(¢-), H(9)-— b+ —-]. 
将 L5(—o0,oo) 空间 分 为 两 个 子 空间 , Bl LI 和 Lz, 
Lj = (6 € L2(—o00, œ) |F(¢$) = 0,s > 0} , 
Lj = {¢ € L2(—00,00)|F(¢9) = 0,s < 0}, 


则 当 o e L7 时 , Ho = vio. 可 以 将 o, 看 成 是 9 在 L2 上 的 投影 , FT o- Æ o 
在 L 上 的 投影 . 有 下 述 关 系 式 成 立 : 


L3(-o0,009) - L3 UL; (0]—-L;nL;. (6.8.6) 


(6.8.6) 成 立 是 因为 如 果 o € LI n LZ, F(Q) = 0, 故 9-0. 
fj 6.8.1 求解 积分 方程 


bzZ) 一 41 PU ay = f(x), f(x) € Lo2(—00,0o). 


- H 由 (6.8.4) 和 (6.8.5) 则 上 述 方程 写 为 


人 十 和 iM, — 6-) = f+ + f- 


(Eiji f J9. EJ 


由 (6.8.6) 知 两 边 都 应 等 于 零 , 故 


dH 
mos 1 十 AN; 


| 4- 
mos 1—iA 


TEX Aki 时 有 解 


(1—iA)f4 + (14-13)f— 


Ó—04--ó—— 1 A2 , 


从 而 
f+AHf 
+ 和 
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第 6 章 习 题 
1. 利用 Fourier 积分 变换 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 . 
to sin(x — t) 
of 999a f() 


oo TI — 


Too 2 
2 | eictg(bjdt = e”; 


十 co 
(3) | cosrté(t)dt =e *cosz, z»90; 


Too 
(5) | sinrt$(t)dt = f(x). 
0 
2. 利用 Fourier 积分 变换 求解 第 二 类 Fredholm 积分 方程 . 
十 co 
Q)4)- | Kæ- Detd + fa) 


OE RN | o-€- g(t)dt + f(2), 


O) $e) = A | eng t+ (o) 


e^, z»0, 
Ü z <0. 


3. 利用 Laplace 积分 变换 求解 Abel 积分 方程 (第 一 类 Volterra 积分 方程 ). 
| ———Àjeat- 1 

(2) | 3^ *o(t)dt = z. 

4. 利用 Laplace 积分 变换 求解 第 一 类 积分 微分 方程 . 


其 中 , 和 < 5, f(z) = | 


1 


nD mJ. ec vs 
6. 利用 Laplace 变换 求解 下 列 方程 : 


TE -a| sin[A(z — t)]ø(t)dt = f (a). 


7. 利用 Laplace 变换 求解 广义 Abel 积分 方程 
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» G0) sp 
| aN )，0<a<1. 


(提示 : 利用 关系 式 T(x)[(1 — x) = x/ sin zz) 
8. & olt) = —9(—), 利用 有 限 Hilbert 变换 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


| j A -dt = 


g2 一 


9. 利用 有 限 Hilbert 变换 求解 第 一 类 Fredholm 积分 微分 方程 
[ E EE t = o«(log |l — x| — oo log |x| + az + b 
0 


有 条 件 9'(0) = oo, 9 (£) = oe. 
10. 利用 无 限 Hilbert 变换 求解 积分 方程 


| + olt) a 1 


ra “Haea 


— oO 


11. 利用 Hankel 变换 或 有 限 Hankel 变换 求解 下 列 方程 : 
(1) |. tn(zbg(bdt = f(e), 7 > -上 Jy 是 第 一 类 Bessel 函数 


(2) | |J (Az) — DO GE dt = f(2); 
(3) 对 偶 积 分 方程 
| JolzZtjbltidt = f(x), 0«z«a, 


| tJo(zt)j(xt)dt 三 0，Q<2Z<oco， 
0 


其 中 ,万 (z) 是 零 阶 Bessel 函数 ; 解 : b(z) 一 2 f m E [ sf (s) S fae.) 


| t0 o()dt— fa), 0<Z<w， 
(4) 4 e 
| Jo (zt) $ (t) dt = 0, a < z « oo; 


( (x) = < | sin (zt) xl ET at.) 
| th (ed ol dt =f) 1 


(E s 
| Ju (zt) 9 (t) dt = 0, ü d « 0, 


其 中 , Ju (zx) 是 u Br Bessel 函数 . 


a nT/ 
( 解 : $ (7) = "ES | t9/2 Jaya (at) li sin**! øf (tsin 0) 7 at.) 
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12. 利用 Mellin 变换 求解 对 偶 积 分 方程 
| P? Ju (rt) d(t)dt—-f(z), 0«c«1, 
| J«(506()4t - 0, l« zx «oo, 
其 中 , Ju (£) 是 u Br Bessel E 


解 : 8» 0,0(z) = -f £8 T, cp (xt) F (tdt, 


ro-[ f (tE) Ett! (1 — e2)^^ ae, 


' 1 3 
M 8»-L-u-2«28«ut; 时 ， 


$ (z) = M 5 a | en 0- Praat «| e a-e)’ ec oa]. 


$ (z,t) = | (2n)? J, 1941 (EN) f (2n) dn.) 


13. 利用 Mellin 变换 求解 积分 方程 组 


sin a | o poa (p) da 
0 


1 
= — Ej$ |e-o — 
7o (r) 2x 9 lo=0 T p? +r? — 2rpcosa 


sina | pco (p) 
o P 


1 
a (r) = — E8 le=0 一 ——— dp, 
FaN) 2x 9 |0=0 X 2 十 72 — 2rpcosa á 


其 中 , (EF, E5,0) 是 位 于 二 面 角 0 < 0 < a 内 , 具有 接地 导电 壁 的 , 由 线 电源 形成 的 目 由 空间 电 
场 强度 的 极 坐 标 , co (r) 和 oalr) 是 电荷 密度 . 
[ t?dt c sin(r—a)s 


—— = BE EN. —] < Res < 1. 
o t?—2tcosa+1 sina sinrs 


14. 求解 对 偶 积 分 方程 


| hlpr) dlr)dr= 5, 0<p<1, 
0 


| rJo(pr)ó(r)dr 20, 1«pc«oo. 
0 


提示 : rJo (pr) 9 (r)dr = às]. -do < p < 1, 利用 Hanke WEH, 


sinT 


解 : $ (7) = 
15. 求解 对 偶 积 分 方程 
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| monemar=op 0<p<a 
0 


| rJi(pr)ó(r)dr 20, a«p«oo. 
5 | 


Co 1 
( 提示 : 设 | r Jo (pr) à (r)dr rm às | 2: ds,0 « p « l, 利用 Hankel js ap Me. 
pc / — 


H: o) = [ sp(s) ds 9 (9) = Sup(a* - P) ™ 0< p< a) 
16. 求解 对 个 积分 方程 


| h(n $dr = g), 0 p«1, 


| r^J,(pr)ó(r)dr 20, 1«p«oo, 
0 


其 中 , Jy A v Bt Bessel 函数 . i 
( 8: olr) =g) J (or) n | palo) J (pn) dp.) 
17 求解 对 侦 积分 方程 


| r !sinpró (r)dr = p, Ozpcxl, 
0 


| sinpró(r)dr 20, 1«p«oo. 
0 


( 解 : (r) = Ji (r).) 
18. 求解 对 偶 积 分 方程 


^" cos 
| G(r)dr =g(p), 0«p«1 
0 


| cospró(r)dr 20, 1«p«oo. 
0 


人 
p 


| sJo (sr) 1 T rd rn | sE) 


19. 求解 对 偶 积 分 方程 


| sinpró(r)dr = g (pẹ), O<p<1, 
0 


| —P $ (r)dr — 0, 1 < p < oo. 
0 
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( 提示 af Secr = of y (5) 


解 : $ (7) = zf Jı (sr) i du] às.) 
20. 证 明 积 分 方程 
| 


[7 _ tet) 
f(z) =2 MC ya: dt 
的 解 为 
l d Lf (t) 
m nz dz | m zd 
并 求解 该 方程 当 
r 

(1) f(z) — Nri 

(2) f(z) = z* 

两 种 特殊 情况 的 解 . 


21. 求解 积分 方程 
f(x) = z| a at 


22. 求解 第 二 类 Abel 积分 方程 


1 
yo- EE M 


23. 如 果 要 求 Hilbert 变换 (3.6.10), (3.6.11) 中 的 q(—1) 是 有 限 的 , 证 明 
1 
| q(t)dt = B V (1 — t?) Pe, 
并 检验 在 这 种 情况 下 解 q(x) 变 为 
14-zV 7? P /1—t\'? p(t) 
q(x) = (iD |. i xis 
24. 借助 有 限 Hilbert 变换 , 求解 方程 
q^ = | 90) ; dt, 


pree 


其 中 , 假定 $(t) = —9(-t). 
25. 借助 有 限 Hilbert 变换 , 求解 方程 


ax + b + o(log |l — x|) — oo log |z| = ES o (t) ;— 05 


AIR ARTE 


: 201 - 


: 202 - 


$0)=00 $(D-—ocu e$(0-6» e(0)- 


26. 解 方程 
is Pd ' p(t)dt 
il A t-r’ 


0 


其 中 ,ao 是 给 定 的 常数 
27. 求解 积分 方程 
é(z) — f(z) | (z? — £)o(t)dt 
FUEL. 
28. 求解 方程 


plz) = bo) 十 和 | s - tat. 
29. 求解 积分 方程 


x (x pe 3 oaa 
4G) = f) «|| S sd 
的 预 解 核 . 
30. 用 无 限 Hilbert 变换 求解 积分 方程 
| LAC MS 
1 +z? 一 上 


第 6 章 积分 变换 


Qı. 


第 7 章 “对偶 积分 方程 的 解法 


对 偶 积 分 方程 在 许多 实际 问题 中 经 常 遇 到 , 如 弹性 理论 、 热 传导、 静电 学 等 , JL 
其 近年 来 比较 热门 的 研究 领域 , 如 压 电 材料 、 压 电压 磁 材 料 、 功 能 梯度 材料 、 功 能 
梯度 压 电 材 料 、 功 能 梯度 压 电 压 磁 材 料 以 及 各 种 新 型 的 复合 材料 的 断裂 、 接触 以 及 
其 中 小 的 散射 问题 等 , 往往 最 后 都 归结 为 对 偶 积 分 方程 的 求解 ,本章 介 绍 求解 对 侦 
积分 方程 的 一 些 主 要 方法 . 


T. 对 偶 积 分 方程 的 投影 解法 


本 节 利 用 投影 法 研究 对 偶 积 分 方程 的 解 . 考虑 对 偶 积 分 方程 


|. f(u)J,(pu)du = (p, 0<p< lv> -3 (7.1.1) 


| FOl = g), 0<p<o n» -5 (7.1.2) 


如 果 方 程 (7.1.1) 对 0 < p < oo 成 立 , 则 直接 可 用 Hanke 变换 求解 . 类 似 地 , 2177 
程 (7.1.2) 对 0 < p < oo 成 立 , 则 同样 可 直接 用 Hankel 变换 求解 , 正 是 因为 两 个 方 
程 是 对 p 的 不 同 范围 成 立 才 组 成 了 所 谓 的 对 偶 方 程 . 

为 了 能 运用 Fourier 变换 求解 方程 (7.1.1) 和 方程 (7.1.2), 作 代 换 


uie. ge" (7.1.3) 
方程 (7.1.1) RU e 797, k ARERR, 方程 (7.1.2) RA eo, 则 得 


| e^" f(e-V)J, (e*-9)e(1 Mz- dy = e(1799(eT) — gy «0, (7.1.4) 


| eo (7-9)g- Fs f(e-9)J, (e? vy)el -Hrdy=0, x «0. (7.1.5) 


于 是 方程 (7.1.4) 和 (7.1.5) 是 卷 积 型 积分 方程 , 然而 其 右 端 分 别 定 义 在 x < 0 和 
z 0. 所 以 选择 使 得 


| |J, (e*)e 9 


— OQ 


2 
e?* J (e*)e1 -9*| dz < oo (7.1.6) 


2 OO 
dz « oo, | 
e — OO 


成 立 . 
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为 了 分 析 积 分 (7.1.6), 需要 用 到 Besse 函数 , 其 标准 级 数 表示 是 


zi" (is/2) 和 所 
(7) = (2) MEC (7.1.7) 


O (1). 对 于 小 的 x, Jale) 与 x? 同 阶 . 在 (7.1.6) 第 一 积分 中 令 u= e7, 则 


[ (er)el 9 "la E | IJ, (u)|^ uG 729 qu. 
一 Co 0 
对 于 充分 大 的 u, 上 式 中 的 积分 与 u 同 阶 , 为 了 保证 收敛 性 要 求 2k > 1, 当 
u 充分 小 时 , 积分 与 u2v*1—2* 同 阶 , 为 了 保证 在 u = 0 附近 收敛 , SESK kc 1-4 v. 
类 似 处 理 (7.1.6) 的 第 2 个 积分 , 最 后 应 该 如 下 选取 


vt+1>k>3, athtl>k>at5. (7.1.8) 
为 了 利用 投影 法 求解 , 定义 下 列 函数 : 
klasse | "id i ` ! (7.1.9) 
0, z < 0， 
MEM | | e^"! f(e-9)J, (e? Yel -Mr )dy, x > 0， Ve 


-age 一 kg f(o- V) J, (eT—y e4- 5-9) dy, rz «0, 
"e| INE e "fte ")Ju(e" ?) : (7.1.11) 


0, 2 O0. 


利用 这 些 函数 , 方程 (7.1.4) 和 (7.1.5) 可 重 写 为 


| w(y)J., (e? *)e - 979) dy = h (xz) +h- (x), 一 co < T < oo, (7.1.12) 


[ elt- w(y)J (e* 9e - G7) dy = m,(x) 一 co < T< oo， (7.1.13) 
其 中 ， 
w(y) =e “yf(e Y). (7.1.14) 
当 J(e?)e?? € L2[ 一 00, 00] 时 , 由 于 


28 ps PTI(v + B —is)/2] 


F-(J,(e*)e9*) = vV2nL|(v — B+is+2)/2] ' 


(7.1.15) 
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这 是 因为 


(07 p*- 8T [(v + 8 — is) en o 1 | 28-15-1pis-PT'[(v + 8 — is)/2] 
v2xT (v — B + is + 2)/2] ses — CT B8risT2)2 


上 积分 在 下 平面 以 s = —i(2n +v + 8)(n = 0,1,2,…) ARA, 则 由 留 数 计 算法 得 
积分 为 


e'?* ds. 


ND. 


pe P Us x C1) (e7 p/2)^ 
d E » nlT (n --1-4v)' 
则 由 (7.1.7) 知 上 式 等 于 e27J, (e7), BH (7.1.15) 成 立 . 
如 果 方 程 (7.1.12) 和 (7.1.13) 分 别 作用 Fourier 逆 算 子 , 则 得 


F-1i(w)2 5-*T((v 4- 1— k + is)/2] H 


V2nT (v + 1 — k + is)/2] F (hr)+F (h), (7.1.16) 


F—t(w)2-iste-kD|(u +a +1- k- is)/2] 
V2rT[( +a 4- 1 — k — is)/2] i 
其 中 , 假设 hj (zx) € Lo[-oo,oo], 即 对 (7.1.1) 中 的 g(p) 提出 了 要 求 . 由 (7.1.9) 
(7.1.11) 可 知 Fih), F^! (m4) Æ L2, Fh) YE Lj. 
由 (7.1.16) 和 (7.1.17) 消去 F1 (w) 得 
F-(m,)2-9T[(v + 1 — k + is)/2]P|(p +a +1 — k.— is)/2 
V2nI'[(v + 1— k + is)/2]T[(u +a -- 1 — k — is)/2] 
=F (h,)-4 F7} (h_). (7.1.18) 


F-!(m.), (7.1.17) 


为 了 分 出 左 端 属于 Li, MAMET Lj, ARAT 函数 的 一 些 性 质 . 
OO 1 OO 
xy nus et z—1 = at z—1 —t,z—1 l 
T(z) | t^ dt | t ata | e t^ dt, Rez»0 
上 式 最 右 端 第 2 个 积分 代表 z 的 整 函数 , 第 1 个 积分 可 用 下 式 计算 


[ e *^-lgdt E Y (一 切 ” [ trtttidt == E cw 
0 £4 nl gs < ? nl(n + z) 


于 是 


T2) ELA 十 | e*t? idt. (7.1.19) 


n-—0 
从 (7.1.19) 可 看 出 T(z) 是 以 z = 0, 一 1, 一 2, 一 3,… 为 简单 极点 的 亚 纯 函数 , ER 
z 二 -n 的 留 数 是 (一 1)?/nl. 
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对 于 充分 大 的 |z|, 有 关于 T(z) 的 标准 渐 近 公式 , 即 Stirling 公式 


ln T(z) = (2- z) nz -z+3m2rto(:) (7.1.20) 
由 式 (7.1.20) 得 逼近 公式 Wt 
DU a+ ~ „a—b 
a Zo (7.1.21) 


于 是 (7.1.18) 可 重 写 为 


F !(m,).29?T[(v-1-—k-—is)/2 — T[(v+1+ k +is)/2 
T|(u+a+1-— k -— is)/2] . T[|(u-a+1+k+is)/2] 
I [(v +1 + k +is)/2] 
Di(uy — oc 1-k-ris)/2| 


F^ (h4) 


Fh. ). 
(7.1.22) 


FH (7.1.19) 知 F^! (m..) 的 系数 有 简单 极点 s = —i(2n--v-1—k),n = 0,1,2,.…. 
考虑 (7.1.8), 显示 这 些 极点 都 在 下 半 平 面 . 同时 该 项 有 零点 s = 一 i(2n 十 Jj 十 a 十 1 一 
k),n —0,1,2,-... 同样 这 些 零点 也 都 在 下 半 平 面 . 这 里 补充 要 求 


v — LX —la|. (7.1.23) 


由 (7.1.21) 4123 |s| 较 大 时 , 适当 选择 常数 K, 使 得 P (ma). 的 系数 满足 


T [((v 4- 1— k — is)/2] 
T [(u 4- à -- 1— k — is)/2] 


BI 24 v, u,a 满足 (7.1.23) 时 Fm) 的 系数 有 界 , 在 上 半 平 面 解析 , 故 (7.1.22) 的 
AME L3. 
现在 观察 (7.1.23) 右 端 第 2 M, 它 在 上 半 平 面 有 极点 s = i(2n 十 v 十 1 十 k),n — 
0, 1, 2,…. 同样 考虑 (7.1.23) 可 得 
T[(v 十 1 十 大 十 is)/2] 
Dl'ií(u—o-o-1--k-is)/2] 


由 于 Fh 在 Lz 且 其 系数 对 实 的 s 有 界 , 在 下 半 平 面 解析 , 故 右 端 第 2 项 在 Lz. 
将 右 端 第 1 项 分 解 为 两 项 , 一 项 在 Lz, 一 项 在 Li. Wu 


F-(m,)2-^T [((v--1—k-—is)/2) - | T [(v +1 + k + is)/2] 
T |(u+a+1-— k — is)/2] T [(p — o 4- 1 4- k - is)/2] 
I [(v 十 1 十 十 is)/2| T [(v +1 + k + is)/2] 


= Puaka U-) i M 


< K P Ca 


< K a ARU l 


Php) 


P= (h) 
(7.1.24) 
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故 现在 左 端 在 Lj, AmE L;, 则 两 端 都 应 为 零 . 于 是 得 


F= (m4) 


. 2? (uy - a 1—k-—is)/2 | | L[(v 4- 1+ k 4- is)/2| F-M(h ] | 
T [(v4-1— k — is)/2] DT [(u — o 4- 1-4 k - is)/2] dn 
(7.1.25) 
由 (7.1.17) 知 
F^ (w) 
_ 2" PP (un — o +1 +k + is)/2] | T [(v 4- 1 4- k + is)/2] r0.) | 
T [(v+1 —-k — is)/2] T[(u—a+1+ k +is)/2] n 
(7.1.26) 


(7.1.26) 的 导出 是 在 下 列 假设 条 件 下 : 


0 2 
| je 9) g(e*) 
v 一 h < = lal l (7.1.27) 


1 1 
vt+l1>k>3, a+u+l>k>a+z 


Y 
为 了 求 出 f(z) 按照 g(p) WER, 首先 计算 


dz < oo, 


一 1 i —is 
F (DER INE el P g(e*)e sdt. 


4 et — V, i 
F— (h4) = -f V -i*-*g(V)qV. 
于 是 
DLi((v-c-1-c-k-is)/2| nı 
Pona (h)| . 
1 z TI(w 十 1 十 大 十 is)/2] ¿is 

-f V "g(V) FurepTSES ENSE n dV, (7.1.28) 

再 计算 


| D [(v 4-1 +k 4- is)/2] 
T'[(u — a -- 1-4 k+ is)/2] 


当 $(z) € L2(—00, oo) 时 ， 
P(g) = , dcdit" 


s > 0. 


vos = [9], . (7.1.29) 
十 
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于 是 
[ | I [(v +1 + k ++ i£)/2| 
-oœ LE [(u— a+ 1+ k + i£)/2] 
[ l'(v--1-c-k-i£)/2 
-œT |(p — o - 1 + k + i£)/2] 


V | eség£—0, s»0, 
十 
Veisdt —0, s<0. 


为 了 计算 上 述 积 分 , 将 其 写 为 


> Tw+t1l+tk+ié)/2] ie(s-mnv,) 
| FIw ac 1-k-it/2] dé. (7.1.30) 


34 s < In V, 通过 计算 知 上 积分 为 零 ; 
*4 |n V. « s « 0, Bi] 


1 | I (v Re i£)/2] ei&(s-1n Vidt 


v2x J 44 T |(u—a+ 1+ k - i£)/2| 
2 IE AV EEEE] 


p se eee 
ge» nT [(u — a — v)/2 — n] 
B 2V2n(e 3V)vt1** 
~ Tl(u— o — v)/2] 
这 里 用 到 了 二 项 式 定理 . 
最 后 , 应 用 


(=e Ay ea, mV aa< 0; (7.131) 


0 
e | F(g)e-istds, 


则 得 


| D'i(v +1 + k + ig)/2 v= 
l[(u — o-- 1+ k-i£)/2] . 
- 1 [ 2V2n(e *V)"*1** (1 e ds 


EN inv ll(u—o- v)/2 


将 上 式 代 入 , 经 过 积分 交换 次 序 , & V = esp, 最 后 令 u = e^, 则 


l(v-1-k-is2| n- 
= | va% — u` isk u i v4-1 |. 42X(u—v—a—2)/2 
~ TI -a -v/a i d | p^ g(Vp)(1—»p) dp. 


(7.1.32) 
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将 (7.1.32) 代入 (7.1.26), 则 同 前 面 


L [(u — o -- 1 4- k 4- is)/2] 一 | 
I [(v+1 — k — is)/2| 
) 


_rr/ue™ 
一 2V2Te k ( D J(tu—a--v)/2(ue d. 


(7.1.33) 

于 是 由 (7.1.26) 可 得 

D(2+z 十 a 一 入 /2e 一 z[k 十 (4 一 一 z 十 2)73] 
I [(u—a — v)/2] 


1 
i p.*"g(Vp)Q - p?) 9p. 


1 
w(x) = | Ve Ve aV 


(7.1.34) 


最 后 , 由 (7.1.14) 可 得 
o (24-v--a-u)/2 p(u-a—v+2)/2 
r'[((u—o — v)/2] 


| 
| p'*"g(Vp)(1 一 pet212dp， (7.1.35) 
0 


l 
f(z) 2i | OE eaa (Vz)dV 


BJ (7.1.35) 给 出 了 方程 (7.1.1) 和 (7.1.2) 在 条 件 (7.1.23) 下 解 的 表达 式 . 

方程 (7.1.1) 和 (7.1.2) 也 许 在 u, v 和 a 不 满足 条 件 (7.1.23) 而 满足 其 他 条 
件 时 仍然 有 解 , 但 对 g(p) 的 条 件 要 求 更 严格 . 例如 , 当 u =v = 0a = 1 时 , 方程 
(7.1.1) 和 (7.1.2) 成 为 


| f()Jo(pu)du- gn, 0<p<1, (7.1.36) 
| uf(u)Jo(pu)du = g(p, 1<p< œ. (7.1.37) 
此 时 (7.1.12) 和 (7.1.13) 变 为 
[ w(y)Jo(e* "e -9(279)ay = h (£) +h-(x), 一 oo <Z< œ, (7.1.38) 
| e(*79),(4)Jo(e* 9e -9(*79)dqy = m,(x), —oo«z« oo, (7.1.39) 


w(y) = e" f(e”). (7.1.40) 
h(x), h- (zx) 以 及 mj(z) 的 定义 见 (7.1.9), (7.1.10) 和 (7.1.11). 
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注意 到 (7.1.8), 可 以 在 (7.1.38) 两 边 作 用 F- 算 子 , 但 在 (7.1.39) 两 端 不 能 ， 
这 是 因为 不 能 选取 使 得 (7.1.8) 中 的 两 个 不 等 式 都 满足 , 因此 将 (7.1.39) 重 写 为 


| e *w(y)Jo(e* yell rN)dy = em} (x), -oo<r<o%. (7.1.41) 


上 式 作 用 F- 并 考虑 到 (7.1.15) 得 


了 wW e iv (s-U 2-7 PI = is)/2] — A j m.. (x e iz(s—i) T 
J|. I uo ER 7 Vm H0 n Ms 
(7.1.42) 
这 里 假设 elwy) 和 emr) 在 Lo( 一 00,o0). 为 了 方便 引进 下 述 记 号 : 
zu z EN i wluyje™isY 
Fj(u)- 去 | We dy 
则 (7.1.42) ESX 
ir 2 5T[(1 一 天 一 is)/2] i 
Few —mWüukrisyA = F;'(m,), (7.1.43) 
在 (7.1.38) AmA F- 得 
arsa  PT[u —-k—is)/2] 4 aj 
Fraai aya Fo Eh) (7.1.44) 
在 (7.1.43) 中 将 s RIX s+i, 则 
l—k—is —k-—is 
Pia EE WA = F; ' (m4). (7.1.45) 


i [[(k + is)/2) 
现在 可 以 从 (7.1.44) 和 (7.1.45) 消去 Frw) 得 
F-m.) DL'|(1 — k — is)/2]F|(k + is)/2] 
s \ O E ODI + k + is)/2]T((2 — k — is) /2 | 
方程 (7.1.46) 与 (7.118) Žž u = v = 0,a = 1 时 的 情况 完全 一 致 . 然而 (7.1.18) 是 
在 不 同 的 假定 下 导出 的 . 与 (7.1.22) 类 似 , 写 
F;'(m4)T[(1 — k — is)/2] 
2L[(2 — k — is)/2] 
— T1 k +is)/2] ,1 D(1-- k + is)/2] 
~ T((k 4- is)/2] E Wade D'[(k + is)/2] 
下 面 将 (7.1.47) 两 端 重新 分 组 , 使 得 一 边 在 Lj, 一 边 在 Lj. F; (m4) 在 下 半 
平面 有 极点 , 在 上 半 平 面 解析 . 根据 (7.1.21) 也 有 
TI 一 大 一 is)/2] 
FT[(2 — k — is)/2] 


—Fi(h,)-F (h.). (7.1.46) 


F-(h.). (7.1.47) 


< K|s| ?. 
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于 是 (7.1.47) 的 左 端 在 L3, 而 F-1(h_) 的 系数 在 下 平面 解析 且 在 r 办 上 满足 不 等 
式 
EE 
D[(k + is)/2] 
而 右 端 第 2 项 仅 当 |s| 很 大 时 Fh) 充分 快 地 趋 于 零 , 使 得 
D[(1 + k + is)/2] 
LIE 4- 1s)/2] 


< K |s|? , 


F-(h..) € D2(—00, oo) 


时 才 在 Lz. 
函数 Fh) 是 未 知 的 , 是 否 满足 这 些 条 件 依 赖 于 非 齐 次 项 Fh), 进而 依 
HF (7.1.36) 中 非 齐 次 项 g(p). 
如 果 假 定 Fh) 对 于 很 大 的 s 充分 小 , 使 得 (7.1.47) 右 问 第 1 项 在 L2( 一 00, oo), 
则 有 
mime 2T[(2 — k — is)/2] E + k 4-is)/2] 
s ~ — D(1-—k-—is)/2] | TI + is)/2] 


ERS (7.1.25) 一 致 , 但 对 F7! (n.,) 附加 了 假设 . 最 后 由 (7.1.45) 得 


F^(.) (7.1.48) 
Es 


TTE 2FtrisPIk 十 is)/2] [TI + k 4 is)/2] ,,_) 
Fs (w) = TT & —is)/2] | I(k-crisy2 a). ond. 
为 了 更 方便 处 理 (7.1.49), 假定 
gle”) = zl TT MON 988 (7.1.50) 
0, zx  U, 


如 此 选择 的 优 扣 将 在 后 面 的 步骤 显示 出 来 . 


TAn | io | Wn (7.1.51) 
0, z 0, 
F-1(h,) — Ac. (7.1.52) 
利用 工 函数 的 性 质 r+ 2) = zT(z), 得 到 
D[(1-- k 4 is)/2] n — 2/(—1 +k -Fis)T[(1 + k or is)/2] ,i 
D'|(k + is)/2] E m l'l(k + is)/2] F (p 
. l'l(-1-ck-cis)/2] nı 
= — Tris ^ P 


(7.1.53) 
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完全 类 似 (7.1.22) 的 推导 过 程 得 


(一 1 十 上 十 is)/2| 4 
T Fis n) 


dV, . (7.1.54) 


- 
V3 


2N —1/2 
hon 
u 


[ u's-Kdu [ p(V)V*-? 
0 0 
最 后 可 确定 w) 为 


w(x)-— “| (ue *)*u-! cos(ue ®)du | p(pu)p*-?[(1 — p’)? — 1]dp, (7.1.55) 


则 
Tre al u^-! cos(ux)du | p(pu)p* ?[(1 — p?) V? — 1]dp. (7.1.56) 
注意 到 (7.1.40), 
g'(x) = 2x" ?p(z), (7.1.57) 
故 解 (7.1.56) 可 以 写 为 
f(z)- -| u cos(uz)du | g'(powps-2[(1 — p?) !/? — 1]dp. (7.1.58) 


例 7.1.1 在 许多 物理 问题 , 如 在 弹性 理论 和 势 论 中 , 遇 到 下 列 对 偶 积 分 方程 : 


| f(u)JJo(pu)du 21, 0<p<1, (7.1.59) 
| uf(u)Jo(pudu 21, 1<p< œ. (7.1.60) 
~ 0 
解 ”该 方程 是 当 g(p) = 1 时 方程 (7.1.36) 和 (7.1.37) 的 特殊 情况 ,此 时 由 
(7.1.19) 知 
e-k) zxz<0, 
x d | 0, qz 0. 
故 
一 1 T dl : e(1 -E)z-isz r= 1 
, 4D)= m. dr = BR) 
方程 (7.1.49) 现在 具有 形式 
anas 2FPHST( + is)/2] T'((1 + k 4- is)/2] 
" Tr[(1 — k — is)/2] E un 十 is)/2](1 — k — is)]J, nem 
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当 |s| 较 大 时 括号 内 函数 与 [s]? 同 阶 , 故 不 在 Ls( 一 00, oo). 于 是 从 其 物理 意义 出 
A, 考虑 其 极限 情况 . 考虑 e 一 0 时 ， 
D[(14- k + is)/2] 
v2nL[(k 4-i5)/2](1 — k — is)(1— ies) J .- 
与 前 面 的 过 程 类 似 , 有 
1 E T{[1 + k + (1/e)]/2]e 
V2r(1 — k —is)(L1—e+ek) v2nr{[k + (1/9)/2]  — k — (1/e)] (1 — € + ek) 


4 Eg 0, 上 式 变 为 
V2n(1— k = is) 
TÉ 
2F risp |(k 十 is)/2] 
V2nT[(1— k —is)/2](1— k — is) 


然后 可 用 留 数 方法 确定 w(z), 进而 得 到 


2 sinz 


F-i(w)- 


f(z) (7.1.62) 


7.2 ”对 偶 积 分 方程 的 积分 变换 解法 


本 节 利 用 Hanke 变换 、Mellin 变换 和 Meler-Fock 积分 变换 等 来 给 出 一 些 重 要 
类 型 的 对 偶 积 分 方程 的 解 . 

首先 利用 Hankel 变换 法 求解 , 事实 上 已 在 例 6.4.2 中 利用 Hankel 变换 法 求 
解 了 一 组 对 偶 积 分 方程 . 利用 Hanke 变换 求解 对 偶 积 分 方程 , 需要 注意 基于 零 阶 
Bessel 函数 Jo(pr) 的 公式 


| — Jo(prdr—- 2, 0<p<1, 
0 T 2 


oo (1.2.1) 
| sinrJo(pr)dr 20, 0«p« oo. 
0 
(1) 求解 对 偶 积 分 方程 
| menesmar=7o，o<p<a 
(7.2.2) 


| rJo(pr)ġ(r)dr 20, a«p« oo. 
0 
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类 似 于 例 6.4.2, 利用 Hankel 变换 得 其 解 为 


gtr) = zf cos(rp) | sf ains dp. 


同样 地 , 可 利用 Hankel 变换 方法 得 到 下 列 对 偶 积 分 方程 的 解 : 
(2) 对 偶 积 分 方程 


|. rJo(pr)ó(r)dr = f(e), 0«»p«a, 


| Jo(pr)d(r)dr 2-0, a< p< oo 
0 


的 精确 解 为 
pl") = 2 | sin(r) E E as p 
(3) 对 偶 积 分 方程 
[riod odr = f(D, 0e pea 
| Re axydes 
的 精确 解 为 


T/2 
(n) V zf 3/2 Jaya (rp) | sin 0f (psin0)d9| dp, 
0 0 


其 中 , J (por) 是 u Bt Bessel 函数 . 
利用 Melin 变换 可 求解 如 下 的 对 偶 积 分 方程 : 
(4) 对 偶 积 分 方程 


| empnendr=7o，o<po<l 
| Ju(pr)d(r)dr 20, 1«p« oo. 
作用 Mellin 变换 后 可 得 其 精确 解 . 当 8 > 0 时 , 其 解 为 


Ari m "x 


1 
HP? +a(rp) | f(ps)e^*! (1 — «?)^7* dc dp. 
0 


(7.2.3) 


(7.2.4) 


(7.2.5) 


(7.2.6) 


(7.2.7) 


(7.2.8) 


(7.2.9) 
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当 p> -1 时 , 其 解 为 


op P 
r(1 +8) 


+| p^*' (1 — p°) a(r, pap ; (7.2.10) 
0 


g(r) = EH rele) | oa- PP Foa 


Blr o)=| PE Jurar rf (Ep)de. 


方程 (7.2.8) 的 解 (7.2.10) Æ 8 > -1 且 一 /一 <ß<uu +Š 条 件 下 成 立 的 ， 
当 6 > 0 时 解 (7.2.10) 与 解 (7.2.9) 一 致 . 

下 面 利 用 Meler-Fock 积分 变换 求解 对 偶 积 分 方程 : 

(5) 对 偶 积 分 方程 


| rP_ı/2+ir(cosh p)ġ(r)dr = f(p), 0«p«a, 
(7.2.11) 


| tanh(xr)P_1/2+ir(coshp)p(r)dr =0, a< p< œ 
0 


可 利用 Meler-Fock 积分 变换 得 其 精确 解 


ó(r) = E | sin(rp) i ds dp, (7.2.12) 


HIP, P (p) 是 第 一 类 Legendre 球面 函数 , i = /— 1. 
例 7.2.1 ”求解 对 偶 积 分 方程 


| sswremdar=gp，ospsl 
A (7.2.13) 
| — é(r)dr — 0, ] < p < oo. 
0 


m 令 


?? COS pr 
0 T 


aoire Jj 


其 中 , y (s) 是 一 个 新 的 未 知 待定 函数 . 
由 Fourier 余弦 逆 变 换 以 及 等 式 


” cospu T 
du 一 一 以 


根据 方程 (7.2.13) 可 得 
由 (7) 一 7 | Jo (r) v (s) ds. (7.2.14) 
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将 (7.2.14) 代入 (7.2.13), 考虑 到 等 式 


1 
oo —R p«r, 
| cos puJo (ur)du = r^—p 
s 0, pr, 
可 推导 出 EM 
s [^ g(u)du 
5) = 一 | ==; 0<s<l. 
| $59 


结合 (7.2.14) 和 (7.2.15) 便 可 给 出 对 偶 积 分 方程 (7.2.13) 的 解 


V(s) — zr itd JU IdE ds 


0 0 s2 — 42 


fj 7.2.2 ”求解 对 偶 积 分 方程 
| SP A (r) dr=g (p), 0<p<1, 
| sinpgró(r)dr 20, 1«pc«oo. 
0 


BS 令 


i d (! v (s)ds 
dips 
| sin pró (r) dr d | 


其 中 , y (s) 是 一 个 新 的 可 微 的 未 知 待定 函数 . 
由 Fourier 正弦 道 变换 以 及 等 式 


) 
s2 — p? 


"  cospu T 
du 一 一 以 
| "E u ; o (pr) 


HZ; f£ (7.2.16) 得 
(r) = -r | Jo (sr) v (s) ds. 
将 等 式 (7.2.18) 代入 方程 (7.2.16), 再 考虑 等 式 


oo 0, p«r, 
| sin puJo (ur)du = 1 


可 推导 出 未 知 待定 函数 


2d [^ ug(u) 2s | ° g'(u)du 


(7.2.15) 


(7.2.16) 


(7.2.17) 


(7.2.18) 


(7.2.19) 


7.3. 对偶 积分 方程 转化 为 Fredholm 积分 方程 DT 


这 里 用 到 了 9 (0) = 0. 因此 由 (7.2.18) 和 (7.2.19) 得 原 方程 解 


voe E [ven fts 


例 7.2.3. ”求解 对 侦 积 分 方程 


| 二 
0 


ec (7.2.20) 
| r^Ji(pr)ó(r)dr-0, pa. 
f ”方程 (7.2.20) 第 2 个 方程 等 价 于 和 常 微分 方程 
?u u 
PA 十 z —u(p)-0, p»a, (1.2.21) 


其 中 , u (p) = | Jı (pr)o (r) dr. 
而 方程 (7.2.21) 的 解 是 


IR - , 
| A T5. asas 
0 p 


HF u(p) 在 p = a 连续 , 于 是 Ao = wa2. 由 Hankel 逆 变 换 , 从 方程 (7.2.20) 得 


$ (r) = wa? [Jo (ar) + J2 (ar)] . 


7.9. 对偶 积分 方程 转化 为 Fredholm 积分 方程 


求解 第 一 类 对 偶 积 分 方程 的 一 个 很 有 效 的 方法 就 是 将 其 转化 为 通常 的 第 二 类 
Fredholm 积分 方程 , 然后 求解 后 者 , 这 也 是 求解 第 一 类 对 偶 积 分 方程 的 第 用 解法 . 
(1) 求解 对 偶 积 分 方程 
| e(r)Joer)é(r)ir = f), 0« pa 
A (7.3.1) 
| rJo(pr)ó(r)dr = 0, a « p « oo, 


其 中 , g(p) 是 已 知 函 数 . 
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引入 新 的 未 知 函 数 pr), 通过 积分 变换 
é(r) - | V(p) cos(ro)dp, (7.3.2) 


将 原 方程 (7.3.1) 转化 为 关于 新 未 知 函 数 yr) 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 


a 


vp) — Ji K(p,rjb(r)dr = (p, 0«p«a, (7.3.3) 


其 中 , 核 
K(p,r) — 2 | [1 — g(s)] cos(ps) cos(rs)ds, 


目 由 项 为 


显然 方程 (7.3.3) 是 第 3 章 详细 研究 过 的 对 称 核 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 . 一 
旦 求 出 方程 (7.3.3) 的 解 plr), 代入 (7.3.2) 便 可 求 出 方程 (7.3.1) 的 解 or). 
(2) 求解 对 偶 积 分 方程 


| rg(r)Jo(pr)ó(r)àr — f(p), 0«p«a. 


T (7.3.4) 
| Jo(pr)é(r)dr = 0, a « p < oo, 
其 中 , g(p) 是 已 知 函数 . 
引入 新 的 未 知 函 数 ir), 通过 积分 变换 
é(r) — | v (p) sin(rp)do, (7.3.5) 
0 


将 原 方程 (7.3.4) 转化 为 关于 新 未 知 函 数 yir) 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 (7.3.3), 
其 核 为 


K(p,r) 一 2 | [1 — g(s)| sin(ps) sin(rs)ds, 


目 由 项 为 


2d [^ rf(r) 
BETTE d 

显然 核 也 是 对 称 核 . 一 旦 求 出 方程 (7.3.3) 的 解 y(r), RA (7.3.5). 便 可 求 出 方程 
(7.3.4) 的 解 (r). 
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(3) 求解 对 偶 积分 方程 
| oala = fo), 0<p<a 
z (7.3.6) 
| rJ„(pr)ġ(r)dr = 0, a « p « oo. 
引入 新 的 未 知 函 数 yr), 通过 积分 变换 
66 = fF | VB-t (7.3.7) 


将 原 方程 (7.3.6) 转化 为 天 于 新 未 知 函 数 v(r) 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 (7.3.3)， 
其 核 为 - 
K(p,r) ^ nr | [1 — a(5))eJ- jn (05) ya(rs)de, 
自由 项 为 
nx/2 

nD) = UO d 
显然 核 也 是 对 称 核 . 一 旦 求 出 方程 (7.3.3) 的 解 vr), 代入 (7.3.7) 便 可 求 出 方程 
(7.3.6) 的 解 9(7). 


LU (sin 0)^^! f(psin0) + p(sin 0)" f'(psin 0)]d60. 


(4) 求解 对 偶 积 分 方程 
[rooleja = fo, 0<p <a 
(7.3.8) 
| J„(pr)ġ(r)dr = 0, a, « p < oo. 
引入 新 的 未 知 函数 y(r), 通过 积分 变换 
sm = YE | vezes trovo) (1.3.9 


将 原 方程 (7.3.8) 转化 为 关于 新 未 知 函 数 yir) 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 (7.3.3)， 
其 核 为 


OO 


konei | 人 


自由 项 为 - 
h(p) — =e | Frosinbj(sin 0)++1d0. 


显然 核 也 是 对 称 核 . 一 旦 求 出 方程 (7.3.3) 的 解 yir), 代入 (7.3.9) 便 可 求 出 方程 
(7.3.8) 的 解 o(r). 
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(5) 求解 对 偶 积 分 方程 
[glo gar = fo), 0<p<0 
en (7.3.10) 
| Ju(pr)ó(r)dr = 0, a « p « oo. 
引入 新 的 未 知 函 数 y(r), 通过 积分 变换 
on) =E S VPI (7.3.11) 


将 原 方程 (7.3.10) 转化 为 关于 新 未 知 函 数 yr) 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 (7.3.3)， 
其 核 为 


a l—u OO 
KEAN | l, 1 
自由 项 为 


2 a pl" 
h = — o” 
(0) =P | 


"E 
一 旦 求 出 方程 (7.3.3) 的 解 y(r), 代入 (7.3.11) 便 可 求 出 方程 (7.3.10) 的 解 (m). 
(6) 对 偶 积 分 方程 


| r g(r)J, (pr)d(r)ár = F(p), 0«p«a, 


3 (7.3.12) 
| J (pr)ọ(r)dr = 0, a « p « oo, 
其 中 , 0 < 6 < 1 
引入 新 的 未 知 函 数 (n), 通过 积分 变换 
(r) = "am | VEJsrefrpjy(p)dp， (7.3.13) 


将 原 方程 (7.3.12) 转化 为 关于 新 未 知 函 数 yir) 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 (7.3.3)， 
其 核 为 


Klp) ^ apr |. glo)lsToralps) Tora(rs)ds 


目 由 项 为 


1/2 
h(p) = 二 7 | f (psin0)(sin 0)^*! (cos0)* 1d0. 
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显然 核 也 是 对 称 核 . 一 旦 求 出 方程 (7.3.3) 的 解 yr), 代入 (7.3.13) 便 可 求 出 方程 
(7.3.12) 的 解 $(7). 
(7) 对 偶 积 分 方程 


| g(r)P_liya+ir(coshpjg(r)dr = f(p),, | 0«p«a, 


(7.3.14) 
| r tanh(zr)P. 1/54; (cosh p)ó(r)dr —0, a< p< oo, 
其 中 Pilo) 是 第 一 类 Legendre 球面 函数 , i = /—1. 
引入 新 的 未 知 函数 Yir), 通过 积分 变换 
pl") = | Wp) eos(rp)dp (7.3.15) 


将 原 方程 (7.3.14) 转化 为 关于 新 未 知 函 数 v (7) 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 (7.3.3)， 
其 核 为 - 
K(pr) = |. t — e()Heosl(p + r)s] + cosl(p — r)sl)ds 


目 由 项 为 


= vV2d [^ f(s)sinhs 
"res rz3 Wo mro rn 
一 旦 求 出 方程 (7.3.3) 的 解 (7), 代入 (7.3.15) 便 可 求 出 方程 (7.3.14) 的 解 or). 


(8) 对 偶 积 分 方程 


| rg(7)P_12+ir(coshp)p(r)dr = f(p), 0«p«a, 


(7.3.16) 
| tanh(xr)P_1/2+ir(cosh p)ó(r)dr =0, a< p « oo. 
引入 新 的 未 知 函数 v (n), 通过 积分 变换 
olr) = | wp) sin(rp)dp, (7.3.17) 


将 原 方程 (7.3.16) 转化 为 关于 新 未 知 函 数 (o) 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 (7.3.3)， 
其 核 为 - 
K(p,r) | [1 — g(a)}{cosl(p —7)s] — cos[(p + )s])ds, 


目 由 项 为 


= vV2[^ f(s)sinhs 
Me | Wcosh p 一 cos 


JU 
一 旦 求 出 方程 (7.3.3) 的 解 v (n), 代入 (7.3.17) 便 可 求 出 方程 (7.3.16) 的 解 9(7). 
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7.4 对 偶 积 分 方程 的 数值 解法 


作为 上 节 的 应 用 ， 人 说 明 对 偶 积 分 方 
程 数值 解法 的 过 程 . 


考虑 如 下 的 对 偶 积 分 方程 : 
『 r^" *1G (r) 5 (r) cos(pr)dr = g (p), - 
: p«a 
i (7.4.1) 
| 9 (r) cos (pr) dr = 0, p, 


其 中 , G(r), g (p) 是 已 知 函 数 , $ (>) ERMAK. 

用 Copson-Sih 方法 给 出 该 对 偶 积 分 方程 的 数值 解法 . 首先 给 出 一 个 有 用 的 定 
BH. 

定理 7.4.3 WẸ g(p) 是 区 间 [0,a] 上 的 连续 函数 , 函数 rG (r) 和 o (r) 是 
0 <r < oo 上 的 连续 函数 并 且 平 方 可 积 , 则 方程 (7.4.1) 可 转化 为 第 二 类 Fredholm 
积分 方程 


a l—rv € 
PO+| emot T up regc C742 
其 中 , 积分 方程 的 核 为 
K (me) =n | FG) - 10,2 (rE) Tya 7) dr 


D (v) 和 J, 1/2(r£) DAAB RAA v — : 阶 Bessel AŽ. 
证 明令 


f (0) = at) |. rl — reet) eos(pr)ar, 
将 上 式 代 入 方程 (7.4.1) 中 可 得 到 如 下 的 对 侦 积 分 方程 
- r% o (r) cos(pr)dr = f (p), 
| ua CNN (7.4.3) 
| $ (r) cos (pr) dr = 0, peo 
引入 一 个 新 的 未 知 函数 wb) 是 [0,a] 上 的 连续 函数 , 并 且 满 足 


lim 万-12 一 1 (办 一 0 .4.4 
Paars i vi | T ) 
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$(r) = rl2- | £^ (£)J,.. jo (r£) d£, (7.4.5) 


其 中 , J 17a(r£) X Bessel 函数 , 对 于 Besse 函数 有 如 下 的 Weber-Schafheitlin [B] 
断 积 分 公式 : 


0 
2 0«2a « b, 
| Jy (at) J,, (bt) t! "—^dt = | b^ (a? — py i (1.4.6) 
0 —————Ó 0«b«a, 
2^-4-1gAT (A — n), 


其 中 , P (A — p) AME, Au -—1, 因为 余弦 函数 和 Besse 函数 之 间 有 如 下 
RRRA: 


cos (rp) = (=) d J_1/2 (rp). (7.4.7) 


将 (7.4.5) 代入 (7.4.3) 的 第 2 5X, 由 (7.4.6) 和 (7.4.7) 可 知 , 方程 (7.4.3) 的 第 2 3X 
自然 成 立 . 将 (7.4.5) 的 右边 分 部 积分 可 得 


$ (7) = [Lay (a) J,_3/2 on+| du (v—3/2) SE- tj (£))J. s 3/2 (r£)d€ $ . 
(7.4.8) 
将 (7.4.8) 代入 (7.4.3) 的 第 1 式 中 , 并 且 利 用 (7.4.6) 和 (7.4.7) 可 得 


— al?) (a) (=) ui NEM T | -.£ v3 ge (é)) 
JM" (| A ar) d£ = f (p). (7.4.9) 


由 (7.4.6) 可 以 知道 , (7.4.9) 中 左边 的 积分 , 第 1 项 为 0, 第 2 项 中 的 内 层 积分 就 是 
(7.4.6) 中 的 第 2 式 , 可 得 到 
2 


(v—3/2) d /ev_1/2 Lia 
| (oci pecu CT) s army 
积分 限 由 0 到 a 换 作 0 到 z, 可 得 到 Abel 型 积分 方程 


dé = f (p). (7.4.10) 


[3 T (3 la) (£)) (i E — en 2 0Ü«v« 1. (7.4.11) 
利用 Abel 变换 的 反 演变 换 公式 
Em d D (u) f (u) , sin(ax) Z r (1) 
(TL ceca Tr Fry C42 
则 可 得 到 


"m DlD(1—v) 2sinvxu d (5 /f(p)dp 
"AGLI = an k Elm x 
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或 
ape v(0)- ecce (go pm 
由 于 f(p) 及 其 一 阶 导数 在 区 闻 [0,a] 上 连续 , 将 (7.4.5) 和 (7.4.7) 代入 上 式 可 
得 
yY (£) 一 buon ui eda mapu EOE , 
1/29v—1/2—1T (v) 0 (£2 1. p)" 511/22v-1/2-1] (v) F 
| db — rG (r)|J, 12 (r£) ri/2-v., 
nriV2[[5 5,4 dp | 
(=) i p /24- J 1/2 ene ) d: dé. 
(7.4.13) 
又 因 恒 等 式 
Mut rs ds — 9a-1 r\ r72 av r 
| Jt ) (agnis » E 2* Tr) MR" PUTA (7.4.14) 
成 立 , 故 可 得 到 
à und * | g(o) 
V (E) 十 | V (n)K (n, €) dn = xij iA-Tp (y) | (e pT P (7.4.15) 
定理 证 毕 . 
对 于 (7.4.15) 中 可 以 作 记号 
Er * — g9(p) 
q(£) — ni/22-1f-p(v) | e p P (7.4.16) 


K (£,n) 在 0<&,n<a 上 是 连续 函数 , q(£) 在 0<&<a 上 是 连续 函数 , 求 
解 方程 (7.4.15) 在 区 间 [0,a] 上 的 连续 解 时 , 可 以 看 作 有 限 个 变数 , n 个 线性 方程 
组 — oo 时 的 极限 解 . 不 妨 设 n = N, 将 区 间 [0,aj 离散 为 IN. 个 小 区 间 , 区 间 的 
KEA d= S ( in “二 ), 设 第 :个 分 点 为 h(i = 1,23). 第 了 个 分 点 为 
&;(j = 1,2,3,… , N), 则 方程 (7.4.15) 可 以 离散 为 如 下 的 线性 方程 组 : 


N 
V (E) + » jS Q)K (1, 6)9 = a (6). (7.4.17) 
方程 组 写成 矩阵 形式 为 
AX =b, (7.4.18) 
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其 中 ， 
A = Eunxu + (K(n,£j)))uxu, X — (V(&),v (£2), ,YY (EN)), 


b= (a(&),q(£2) sa (énN)) . 


通过 求解 方程 组 (7.4.18) 就 可 以 得 到 未 知 函 数 ve) 的 数值 解 . 得 到 了 yE) 
后 , 代入 (7.4.5) 中 就 可 以 确定 $ (r). 

另外 , 需要 提出 的 是 , 当 对 偶 积 分 方程 中 的 余弦 函数 变 为 正弦 函 数 或 复 指数 图 
数 时 , 仍然 可 以 用 该 方法 给 出 数值 求解 的 公式 . 当 是 正弦 函数 时 , 要 用 到 如 下 的 关 


sin(rp) 一 (=) T radi (7.4.19) 


对 于 复 指数 函数 , 可 以 看 成 是 余弦 函数 与 正弦 函数 的 和 . 


7.5 ”第 二 类 郑 积 型 对 侦 积 分 方程 的 解析 函数 边 值 解法 
考虑 第 二 类 卷 积 型 对 偶 积分 方程 


1 OO 
Wo) + ——|  Kip-nétir = fü), 0c peo - 
o(p) 十 din N K»(p —r)ó(r)dr = f(pg), -oo«p«0. 


为 了 应 用 Fourier 变换 ， 将 上 面 两 方程 的 定义 域 扩 展 到 整个 实 轴 , 第 1 个 方程 
加 一 个 在 正 实 轴 上 为 零 的 项 v. (p), 第 2 个 方程 加 一 个 在 负 实 轴 上 为 零 的 项 v (p), 
即 


1 oo 
Ao) +=]  Kip-nétdr = f() + v- (o). 
r |. —oo«pc«oo, (1.5.2) 
lo) + —— | _ Ka(p -retrar = f(p) 9 (9) 


其 中 , v— (o) 和 yi(p) 是 未 知 函数 , 表示 式 为 


|J vw(p), p>0, J0, p>0, 
V4 (p) = | o. me V-(p) = | 二 (7.5.3) 


也 可 表示 
V4 (p) = 5 (1 + senp)v (o), (7.5.4) 
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则 其 Fourier 积分 w-(s) 分 别 是 上 、 下 半 平 面 分 别 解析 的 分 区 全 纯 函 数 的 边 值 , 这 
是 因为 


V (s) = e [ v(o)e^^dp 


1 


- | m" | . (7.5.5) 
— —— el?P — M e!*P 一 $) — (s). 
E: xl v(p)el*?dp + Tj 0 dp = W'(s)— V (s) 


Jj fà (7.5.2) 两 边 分 别 作用 Fourier 变换 后 得 


[1 + Ki(s))b(s) = F(s) + V (s), 


(7.5.6) 
[| + K(s)] (s) = F(s) + V* (s). 


T4 


= F(s)3- Vw (s) F(s)- V*(s) 
$(s) — Haa)» LO (7.5.7) 


由 等 式 (7.5.6) 消去 (s) 便 可 得 到 关于 2Z(z) 的 Riemann 边 值 问题 


[1 + K»(s)] -(s)4 K»5(s) — Ki(s) 
[1 + Ki1(s)] [1 + Ki(s)] 


V1(s) = F(s), 一 co < «oo. (7.5.8) 


该 边 值 问题 是 一 个 指标 为 

[1 + K2(s)] 

[1 + Ki(s)] 

经 典 的 解析 函数 边 值 问题 , 其 解法 可 在 任何 关于 解析 函数 边 值 问 题 的 著作 中 俘 到 . 
一 旦 Riemann 边 值 问题 (7.5.8) 解 w(z) 求 得 ， 则 可 由 Fourier 逆 变 换 可 得 方程 
(7.5.1) 的 解 为 


201 (* F)t3-G) ipg 1 fm FG) Y() usa. 
w= Koa -zl PENAT PE vm 
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K — Ind 


1. 利用 投影 方法 求解 积分 方程 


" é(y)dy — 

| (x-y) f(z) 0O<a<l, f(x) € L2[0, oo) 
2. 利用 投影 方法 求解 积分 方程 
[ (y)dy _ 


x Jo (r— y) f(x), f(z)€ La3|0, oo). 


( 提示 : 考虑 其 极限 情况 gtz) ~ | T 20) oy - Af(z), A o.) 
e 
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3. 求解 对 偶 积 分 方程 
| n(pé(dr- 5, 0«p«i 
0 
| Jo(pr)$(r)ndr 20, 1<p< œ. 
0 


( 提示 : AW o(r) = ry (r), 再 设 | rV (r)Jo (pr) dr = $(p),0 < p < 1, 可 用 Hankel 2E, 
0 


解 4 (r) = E me 
4. 求解 对 偶 积 分 方程 
| r Jo (or)$(r)dr 21, O<p<1, 
0 
N Jo(pr)ó(r)dr 20, 1«p«oo. 
0 
提示 : 设 r-V/?95(r) Jo (pr) (or)? dr = 8 (r) H (rp),0 < p < oo, H (p) Æ Heaviside 
0 
单位 函数 , Hanke 道 变 换 以 及 关系 式 


| cos puJo (ur)du = p= p^ 
j 0, pr, 


第 8 章 ”积分 方程 组 与 积分 微分 方程 的 解法 
本 章 简要 介绍 一 下 Fredholm 积分 方程 组 ,Volterra 积分 方程 组 以 及 积分 微分 
方程 的 解法 . 
8.1 积分 方程 组 
8.1.1 Fredholm 积分 方程 组 
考虑 第 二 类 Fredholm 积分 方程 组 的 一 般 形式 
$i (x) 一 [x ij (x,t) 5 (t) dt = fi(z), a&m&b, $-—1,2,-..,n. (8.1.1) 


假设 核 Kij (z Æ S = {a<r <b a <t< b} 上 的 连续 或 平方 可 积 函 数 ， 目 由 项 
fi (x) 在 ja, bh) 上 连续 或 平方 可 积 . 则 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 理论 和 解法 完全 
可 推广 到 这 样 的 方程 组 上 来 . 特别 地 , 当 A 满足 不 等 式 


1 
|A| e 
B 


PB-YY| [ [Ki; (x, t)|^ dzdt < oo 


i—]1 j—1 
时 逐次 逼近 法 所 得 远近 解 平均 收敛 于 原 方程 的 解 . 
如 果 核 Ki; (x,t) 还 满足 条 件 


| «à (x,t)dt < Bij, ao 和 zz 和 pb 
其 中 , B, 是 常数 , 则 逐次 逼近 解 绝对 且 一 致 收敛 于 原 方程 的 解 . 
事实 上 , 方程 组 (8.1.1) 可 以 转化 为 一 个 单一 的 Fredholm 方程 . 
今 
$(r)—ói(r-(i—-1)(b-a), F(z) = fi (æ — (i — 1) (b — a)) 


(i—1)b—(i—2)a <z < ib — (i — 1)a. 


8.1 积分 方程 组 ` 229 . 
定义 核 函数 
K (x,t) = Kij (z -(i—1)(b-a),t- (j — 1) è — a)) , 


(i-1)b-(i-2)a<r<ib-(i-1)a, (j-1b-(-2)a«t«jb- (j -1)a, 


则 方程 组 (8.1.1) 立即 可 写 为 一 个 单一 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
5(z) — TR K (x,t) (t) dt= F(z), O«z&mb-(n—1)a. (81.2) 


ME Ki; (x,t) 是 5 = {a<r <b a <t<b} 上 的 平方 可 积 汞 数 , 自由 项 fi (x) 是 
[o, b] 上 的 平方 可 积 函 数 , 则 K (m, t) 便 是 Sn = t «rz«nb—-(n—1)a,a < t< nb— 


ET a) 上 的 平方 可 积 函数 , 下 (z) 是 la nb — (n — 1) a] 上 的 平方 可 积 函 数 ， 
8.1.2 Volterra 积分 方程 组 
对 于 第 二 类 Volterra 积分 方程 组 


TL 


bá. £l Y Ki (2,06; (£) dt = fi (2), (8.1.3) 
其 中 , 61,42, On j& (a, b) ERSJZRAU ES AR, Kij (x,t) 定义 在 S={a<7z<b,a StS}. 
方程 组 (8.1.3) 可 类 似 于 一 个 Volterra 方程 的 迭代 法 直接 求解 . 当 91,92,:… ,bx W 
足 方 程 组 (8.1.3) 时 , 它们 也 满足 迭代 组 


koske taf Dr (zt) f; (t)t 


+A? | n T) P 2. Ky (7,2) dx 22 dr 
或 
pi (£) = fi (x) zi » (x,t) f;( tat e|. DKY (x,t) $; (t)dt 
其 中 ， 


Kj (2,1) > | Kik (2,7) Kx; (r,t) dT 


j=1 
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类 似 地 , ERER, 同 单个 方程 情况 一 样 , 如 果 存 在 函数 $1,92,… ,各 WEN 
程 组 (8.1.3), 则 其 唯一 的 一 组 解 由 


ói(z) — fi aaf > rs (zt) f; (dt i91,2,,n (8.1.4) 
给 出 , 其 中 , 核 
Ii (£, t, A) 一 Ki (zx, t) T AKE? (x,t) "poesie A" Kt (£, t) LE (8.1.5) 


3B KH (z,t) = N Kis (x, 7) K? (r,t) dr. 
t 


同 单个 Volterra 积分 方程 一 样 , 级 数 (8.1.5) 对 于 任何 参数 \ 绝对 且 一 致 收敛 
且 原 方程 组 (8.1.3) 的 解 由 (8.1.4) 给 出 . 

当 Volterra 积分 方程 组 含有 卷 积 型 核 时 , 常常 直接 利用 Laplace 变换 可 方便 地 
求解 . 

考虑 Volterra 积分 方程 组 


= fi (£) + Sfx ij (z—t)o;(t)dt, $-1,2,--,m. (8.1.6) 
两 端 作 用 Laplace 变换 并 利用 Laplace 变换 的 卷 积 的 乘法 定理 得 
& (s) = Fi (s) + 3 Ku (9) 2; (8). 
解 上 述 关 于 0, (s) 的 线性 代数 方程 组 可 得 D (s) , Ba (5)，… , Bm (s), 进而 利用 
Laplace 逆 变 换 求 得 方程 (8.1.6) 的 一 组 解 pl (z) ,pa (£), ,pm (T). 
例 8.1.1 求解 Volterra 型 积分 方程 组 
pı (x) 三 二 一 之 | est) Qı (t) dt + | Qo (t) dt, 
02 (a) = 47 一 | Qı (t) dt + af (x = t) Q2 (t) dt. 
0 0 


解 ”对 上 述 方程 两 边 作 用 Laplace 变换 并 考虑 到 卷 积 的 乘法 定理 得 关于 01 (s) , 
Q», (s) 的 代数 方程 组 


| di(s) = i-i LAG AG, 


4 ] 4 
Q» (s) 一 2 = sl (s) 十 zz 02 (s). 
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求解 上 述 方程 组 得 
S |. 1 1 
3s +2 8 1 1 1 8 1 
GC-3(+ 9 s-2 8 (sci) 9 SFT 
再 由 Laplace 的 逆 变 换 可 求 得 原 方程 的 解 为 


di(r)ce ^—zme ”, 
8 1 


8 
$2 (x) = ge” + 37€ — 一 ge 


8.2 ”积分 微分 方程 


含有 未 知 函 数 导 数 的 积分 方程 称 为 积分 微分 方程 . 当 其 未 知 函 数 只 含 一 个 变 
量 时 称 为 常 积分 微分 方程 , 其 未 知 函 数 含有 两 个 以 上 或 含有 未 知 函 数 偏 导数 时 , 称 
为 偏 积分 微分 方程 . 偏 积分 微分 方程 又 可 根据 未 知 函 数 导 数 的 组 成 形式 分 为 椭圆 
型 、 双 曲 型 和 抛物 型 . 也 可 根据 积分 限 分 为 Fredholm 型 和 Volterra 型 . 所 以 , 积分 
微分 方程 原则 上 可 用 第 3 章 、 第 4 章 求解 Fredholm 积分 方程 和 Volterra 积分 方程 
的 各 种 方法 求解 . 事实 上 , 积分 微分 方程 不 难 转化 为 通 第 的 积分 方程 . 

(1) 对 于 Fredholm 型 积分 微分 方程 


Qi (s) — 


ə (s) = 


b 
e (x) — | Re Oderak (8.2.1) 
当 给 定 初 值 $ (a) 时 , 两 端 关于 z 分 别 求 积分 得 
b 
p (z) - A | Kis (2,1) o (t) dt = F (£) + v (a), (8.2.2) 


其 中 i 
Kis (2,2) = | K (r,t) dr, F(x)- | f(r)dr 


都 是 已 知 函 数 , 所 以 方程 (8.2.2) 已 经 是 通常 的 Fredholm 积分 方程 . 
(2) 对 于 Volterra 型 积分 微分 方程 


p” (x) 十 ap (x) 一 [ K (z,t) e (t) dt = f (x), (8.2.3) 
当 给 定 初 值 (a) , ' (a) 时 , 两 端 关 于 z 分 别 求 积分 得 


(o 4- 1) p (x) — | Ky (2,t) o (t) dt = F (t) + y (a) 4 e (a) x, (8.2.4) 
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其 中 ， $ T 
Kue (2t) = | |-a | K (nt)anl ar 


F (x) = | dr | f (t) dt 


TEA) TMA] Volterra 积分 方程 (8.2.4). 
(3) 对 于 偏 积分 微分 方程 可 用 分 离 变量 法 将 其 化 为 通常 的 积分 方程 , 不 妨 考 虑 
双 曲 型 积分 微分 方程 


O^u(r,z) ulr, s) [7 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 dt = 0. 8.2. 
342 3,2 | K (x,t) urr (T,t) 0 (8.2.5) 


4 u(r, xz) = sinm (r +a)v (z), 立 得 关于 新 未 知 阔 数 v (x) 的 常 积分 微分 方程 
v" (z) 4- m? lo) +| KG wd dá (8.2.6) 


于 是 方程 (8.2.6) 便 是 方程 (8.2.3) 的 形式 了 , 进而 可 化 为 通常 的 Volterra 积分 方 
程 . 
(4) 对 于 未 知 函 数 导数 在 积分 号 下 的 积分 微分 方程 , 如 
b 
p(x) — af K (z,t) v (t)dt = f (x). (8.2.7) 


两 端 可 以 对 z 分别 求 导 , 得 


b 
p' (z) 一 | Eg (t)dt = f' (x). (8.2.8) 


如 果 令 8' (£) — v(z), 则 方程 (8.2.8) 就 是 通常 的 Fredholm 积分 方程 . 还 可 得 到 其 
PERF 


b 
pla =a] K (a, t) v (t)dt -- f (a). 


这 样 方程 (8.2.8) 的 解 就 可 以 确定 . 
一 般 地 , 线性 积分 微分 方程 


y (x) 一 3 Dn (z,t) o? (t) dt = f (x), (8.2.9) 


其 中 , yO) (x) 是 未 知 函 数 yp (z) 的 7 了 阶 导 数 且 o0) (x) = o (a). 
为 了 求解 方程 (8.2.9), 可 在 方程 两 端 z KF o Br, a = 1 2 -- , n, 即 


pe) (x) -[ Ye (x t) (a) (t) dt = f» (x£ ), a —1,2,:--,m, (8.2.10) 


8.2 ”积分 微分 方程 . 233. 

其 中 , k(9 (x,t) = Doe nt) 

现在 考虑 n c1 个 方程 组 成 的 方程 组 

wa (£) 一 | Dr (x,t) vo (tj dt = f(? (z), Qa=1,2,...,n, (8.2.11) 
a j=0 

其 中 , ne 1 个 未 知 函数 是 vo, vs, us B. fO (2) = f (x), KO (z,t) = K; (mt). 

如 果 方 程 组 (8.2.11) TRKE Yo, Y1, Yn, WA o (m) = vo (x) 便 是 原 积分 
微分 方程 (8.2.9) 的 解 . 事实 上 方程 (8.2.11) 意味 着 关系 式 


[Wo (2)] = Ya (3), a=1,2 n. 


x 
因此 wo (z) asaf Dh (z, t) Y (t) dt. 


MTR, 如 果 v (a) 是 方程 (8.2.9) 的 解 , 则 wo (z) = v (x), Wi (zx) = p' (2), 
Vs (x) = pw (<) 就 是 方程 组 (8.2.11) 的 解 , 即 方程 (8.2.9) 与 方程 组 (8.2.11) 等 价 . 

(5 ) 一般 地 对 于 卷 积 型 的 线性 积分 微分 方程 可 利用 Laplace 变换 直接 求解 . 为 
了 方便 , 给 出 两 个 公式 


LW = lg +s| ops)de 


——4$(0)--séó(s) = s$(s)— ọ (0) . (8.2.12) 
HE, 
L |o" (x $ (s) — sẹ (0) — 9 (0), (8.2.13) 
Ls le 1$(0) — --- — d(-? (0). (8.2.14) 
考虑 积分 微分 方程 


tte a em 


KB, al az,… ,an 为 已 知 常 数 , Ki (x) (j = 0,1,2,… ,入 ), f (x) 为 已 知 函 数 , yp (z) 
为 未 知 函数 . 定 解 条 件 为 


dp” (x) 
dz"-1 


方程 (8.2.15) Ainm EF] Laplace 变换 得 


(5^ 6 (s) - "7 i (0) -= p07» (0) }+ar [5771 6 (s) - "7^ (0)... — 907? (0)! 


= pn (9). (8.2.16) 
gU 


e(0)—vo, v (0)—v (0),.…, 
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N 
十 … 十 an 更 (3] 十 》、 K; (s) 15/9 (5) RUNDE (0) = F (s), 
j=0 


整理 得 
$ (s) K (s) = F (s), 


N 
其 中 , K (s) = 5" cai"! as Y K; (s), 
7 一 0 


F (s) =F (s) + [s"-! + ais”? +--+ asi] e (0) +-+- 
+ [ou (0) + a19072 (0) +- - -+ an-29' (0)] 


53 5/7390) + -++ + 997? (0)]. 
j=0 


TRO K (s) £0 时 ， S 
F (s) 
(s) = 一 一 一 . 
(s) K (9) 
再 利用 Laplace 逆 变 换 就 可 求 得 原 方 程 的 解 (a). 
Bi 8.2.1 求解 积分 微分 方程 


d (z) — | k(z,t)é(t)dt = f(z), 
$(0) = ġo. 


W^ 
d(z) = z(z), 

则 由 原 方程 得 
«(z) — | k(z,t) (tdt = f(z), 
= | «(t)dt — do. 

这 已 经 是 Volterra 第 二 类 积分 方程 组 . 

例 8.2.2 ”求解 积分 微分 方程 

pa- [ k(z,t)é(t)dt — f(2), 


$(0) = ġo. 
解 ” 原 方程 两 端 积 分 得 


(x) 一 [ [ K (7, t)o(t)dt = F(z), 


(8.2.17) 


8.2 ”积分 微分 方程 . 235 . 
F(x) = po | f(r)dr. 
交换 积分 次 序 得 第 二 类 Volterra 积分 方程 
la) - | MD4Dd= Fle), 


其 中 ， | 
MI(z,t) = | K(r,t)dr. 


例 8.2.3 ”求解 下 列 积 分 微分 方程 的 初 值 问题 : 


o" (x) = e” — | e2(7—9 9 (t) dt, (8.2.18) 
$ (0) = 0, (8.2.19) 
à! (0) = 0. (8.2.20) 
解 ”在 方程 (8.2.18) 两 端 作用 Laplace 变换 , 考虑 到 (8.2.12) , (8.2.13), 有 
5^8 (s) — s(0) - 4 (0) = —; - — [s2 (s) - 6(0)]. (8.2.21) 


考虑 到 初始 条 件 (8.2.19) 和 (8.2.20), (8.2.21) 变 为 
1 s (s) 
COND. gep 

1 1 1 


1 
C TORNE ESETE T d: 
s (s — 1)" (s-1?^ s-1l s 


s^ $ (s) 


6 (s) = 
于 是 由 Laplace 逆 变 换 立 得 


Ta er (8.2.22) 


(6) 积分 微分 方程 的 数值 解法 
类 似 第 3 章 、 第 4 章 介绍 的 数值 积分 法 也 可 用 来 直接 求解 积分 微分 方程 例 
in, 对 于 偏 微 分 积分 方程 


1 
n PES B) = v(t, u) 一 ; | w(t,v)dv — et, (8.2.23) 
其 中 , 0 < t < 1,]u| < 1. 边界 条 件 为 


yw(0,4)=0, HA< 0 
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y(1,u)=0, p>0. 
在 固定 时 , 利用 数值 求 积 公式 
B p(v)dv = Dy wt) v) el 


代替 方程 (8.2.23) 中 的 积分 后 得 关于 函数 $;(t) = Y(t, vi) 的 常 微分 方程 边 值 问 题 
A u) v(t, u) — 30 (t vj) ? 
$(0,u) 20,5 «0; %1, u) -0,pu» 0. 


4 u = nili = 0,1,…,n) RIÉ— n 1 NRF n 十 1 ARRS oilt) (i = 
0,1,--- n) 的 微分 方程 组 , 进而 可 求 出 pilt) = Y(t, vi) 的 数值 解 . 


第 8 章 习 题 
1. 证 明 解 核 m 
P(t ey AU kalat) 
n=l 
满足 下 列 积分 微分 方程 : 
一 | T (x, s; A)T (s,t; A) ds. 


2. 利用 Laplace 变换 求解 下 列 积分 微分 方程 : 

p” (zx) — 29! (x) + $ (x) = cosz —2 | cos (x — t)” (t) dt — 2 | sin (x — t) 9 (t) dt, 
$(0 —0, 9o (0)=0. 

3. 证 明 积 分 微分 方程 


Epis a 
TOE ^| 0! (0) dt+ Au, 
$(0) — 0 


的 解 为 $ (x) = e* [erf (V£) + 1] — 1, 其 中 , VRZERRAC erf (£) = Y E exp (一 万 ) dt. 
4. (1) 将 积分 微分 方程 
g" (s) - &)6() + | kle DANA = f) 


f(0-—o, f(0-29 
转化 为 Volterra 积分 方程 组 : 
(2) 直接 积分 上 述 积分 微分 方程 将 其 化 为 单个 的 Volterra 积分 方程 . 
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当 积 分 的 上 限 或 下 限 是 无 穷 时 , 核 在 积分 区 间 具 有 奇异 性 的 积分 方程 称 为 奇异 
积分 方程 . 它们 经 党 在 数学 物理 等 问题 中 遇 到 . 本 章 主要 集中 了 包含 Cauchy 主 值 
意义 下 的 奇异 积分 方程 . 值得 提 及 的 是 前 苏联 数学 家 Muskhelishvili 在 20 世纪 四 、 
五 十 年 代 系 统 地 研究 形成 的 著作 (Muskhelishvili, 1953). 


9.1 Cauchy 型 积分 


设 工 是 复 变 量 z= riy 平面 上 的 封闭 光滑 曲线 ,曲线 内 部 的 区 域 称 为 内 域 ， 
iij Rt, 而 Q* UL 的 补 域 包括 无 穷 远 点 称 为 外 域 , 记 为 RT. 
如 果 f(z) 在 区 域 Q+ 内 解析 且 连 续 到 2+ +L, 则 有 熟知 的 Cauchy 积分 公式 


1f i "- f(z), ze RQ*, 
271 Ji T — z i | 0, ze. en 
WR f(z) 在 区 域内 解析 且 连 续 到 0* L, 则 有 

1f f0), yco)， TENT, 

x J, £a - 1 —f(z)-f(o), zem", nm 


EHH, L 的 正方 问 取 使 得 2+ 在 其 左手 边 的 方向 , 通常 是 逆 时 针 方 癌 . 

公式 (9.1.1) 和 (9.1.2) 左 端 的 积分 称 为 Cauchy 积分 . 

设 工 是 有 限 复 平面 上 光滑 封闭 曲线 或 光滑 开口 弧 段 , r A LERA, $ (7) 是 
L EA r 的 连续 函数 , 则 积分 


$ (z) = zl Ua (9.1.3) 
称 为 Cauchy 型 积分 , 函数 9 (7) 称 为 密度 函数 ， — 称 为 核 . 

WR 工 是 光滑 开口 弧 段 , 则 6 (z) 是 以 工 为 跳跃 ( 即 除了 工 以 外 ) 的 整个 复 平 
面 的 解析 函数 . 如 果 L 是 光滑 封闭 曲线 , 则 6 (z) 分 解 为 两 个 独立 的 , 分 别 在 区 域 
Nt 和 0 一 内 解析 的 函数 8+ (z) 和 D- (z), 此 时 e (2) 称 为 分 区 全 纯 函 数 或 分 片 解 
TEN 

注意 到 Cauchy 型 积分 有 一 个 性 质 , Bl 6-7 (oo) = 0. 
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9.2 Holder 条 件 


设 工 是 复 平 面 上 的 光滑 曲线 , 9 (t) 是 定义 在 工 的 函数 . 称 o (t) ELEWE 
Holder 条 件 是 指 对 任 两 点 ti, t2 € L, 都 有 


l$ (£2) - 6(&)| < Alta -tl , 0<A<1, (9.2.1) 
其 中 , A > 0 称 为 Hólder 常数 ,入 RA Holder 指数 , 当 和 = 1 时 (9.2.1) 称 为 
Lipschitz RF, 当 和 > 1 Hj, 9 (t) 是 常数 . 
9.3 Cauchy 主 值 积分 
考虑 积分 


^ dz 
, a«c«b 
a 


作为 反常 积分 计算 , 有 


b c—€ b 
d E. d d b 一 
a Ttc e å C= ctes T—C c—a Des £2 


最 后 的 极限 项 显然 依赖 61 和 es 趋 于 零 的 方式 , 如 sl = Kez K 为 任意 常数 ， 则 
极限 为 任意 常数 ， 即 反常 积分 此 时 不 存在 ,所 以 该 积分 称 为 育 异 积分 .然而 当 取 
el = ez = 时 该 极限 存在 ， 即 此 时 Cauchy 主 值 意义 的 奇异 积分 存在 .事实 上 ， 
Cauchy 主 值 意义 的 奇异 积 


DC 
就 是 
| 三 dz f dz l 
lim 十 
< 一 co Ec Jogo 
由 (9.3.1) 知 
b l— 
| E nts (9.3.2) 
1:4 6 c—a 


现在 考虑 更 一 般 的 积分 ， 
| P iy (9.3.3) 


9.4 曲线 上 的 主 值 积分 和 Plemelj 公式 . 239 . 


HF, 9 (x)(x € [a, 0]) 是 满足 Holder 条 件 的 函数 , 在 Cauchy 主 值 意义 下 计算 该 积 


b c—E€ b 
| (2). lim (| eas, | 22-2 
Ap eue < 一 co | Ja p E pg dE 


有 等 式 
| 28a - | 各- | E 
上 式 右 端 第 一 个 积分 是 正常 积分 , 所 以 收敛 , 这 是 因为 由 $ (2) 满足 Holder 条 件 得 
2) -?t9 < qe 0«A«x«l1, 


而 上 式 右 端 第 二 个 积分 在 Cauchy 主 值 意义 下 就 是 (9.3.2). 这 样 , 奇异 积分 (9.3.3), 
34 (x) 满足 Holder 条 件 , 在 Cauchy 主 值 意义 存在 且 等 于 


| 2804, | $&)-?9 C) da + d (o) n — 


aTe a 


9.4 曲线 上 的 主 全 积分 和 Plemelj AF 
设 工 是 光滑 曲线 , + 和 t 是 其 上 的 两 点 , 考虑 积分 
| e dn (9.4.1) 
L 


T 一世 
以 点 t 为 圆心 取 半 径 为 p 的 小 圆 , 小 圆 与 曲线 L BSPRA AERA ti, t2, L 上 被 小 
圆 所 截 的 以 tit? Ap EB) RB iO 1, 考虑 积分 
| a (9.4.2) 
L 


-人 


当 p 一 0 时 , 积分 (9.4.2) 的 极限 称 为 曲线 上 奇异 积分 (9.4.1) DEERD. 
考虑 到 表示 式 


(T) $ (7) 一 e(t) 
| Ee | cpm) o 
由 上 节 知 当 (7) 满足 Holder 条 件 时 奇异 积分 (9.4.1) 在 Cauchy 主 值 意义 下 
存在 , 且 有 两 种 表示 
$(T) $(r) - 9(t), . Q5-7t 
Jj ial i «eo a —t $ 


T-t T —t 


ora [ $(0-6( b-t 
| Sar= | ——, d ota 


T —t 
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其 中 , a 和 是 工 的 两 个 端点 . 
特别 是 当 L 是 封闭 光滑 曲线 时 ， 


gr) [$(0-90,. ， 
NE -| dr + in$ (t). 


下 面 介 绍 一 个 重要 公式 , BI Plemelj 公式 . 设 工 是 光滑 开 或 闭 的 曲线 , $ (7) 398 
Æ Hólder 条 件 , 则 Cauchy 型 积分 


OEA | E s (9.4.3) 


27 T—Z 


当 zz 沿 工 的 左 侧 或 右 侧 分 别 趋 于 L 上 的 点 t( 除 端点 ) 时 , 有 极限 值 O7 (0) FI o- (t) 
分 别称 为 (2) 的 正 负 边 值 , 且 正 负 边 值 可 由 密度 函数 9 (0) 表示 出 来 , 这 就 是 很 有 


用 的 Plemelj 公子 
| ee else [ fu, 


T —ít 
: (9.4.4) 
S- (t) = -+4 (t) + bit. 9 (7) ar. 


由 式 (9.4.4) 可 得 0 (z) 的 正 负 边 值 之 差 与 志和 分 别 为 


PT (t) - $- "ene "T 
$+ (t)-- 6- (t) = m | i E 
特别 当 工 为 实 轴 时 , Plemelj 公式 为 
$* (x) = 159 (£) 十 = | $a (9.4.6) 
此 外 , 还 有 
+t (00)= (œ), 9 (o0) = -39% (00) 
于 是 也 有 
B+ (oo) + 7 (oo) = 0, (9.4.7) 
lim | j tar = 0. (9.4.8) 
对 于 实 轴 上 的 Cauchy 型 积分 
bids | $D) as (9.4.9) 


其 中 , o (x) TE x 轴 上 满足 Holder 条 件 . 
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如 果 o (z) 是 上 半 平 面 解析 并 可 连续 到 z 轴 , YE x 轴 上 满足 Holder 条 件 , 则 


(9.4.10) 


2m ]-o WB 


1 
1 p (m), o qe Im z > 0, 
全 -5% (00), Imz <0. 


如 果 o (z) 是 下 半 平 面 解析 并 可 连续 到 zx Bü, 在 z 轴 上 满足 Holder 条 件 , JU 


1 
ES [ $(z)-9(o9),, . | 3$ (99), UN (9.4.11) 


27i r—2z -é(2) 54 (o9), Imz < 0. 


Bl 9.4.1 Ñ LAARA |z| = 1, 密度 函数 为 (0) = -可 时 ,计算 
Cauchy 型 积分 . 


解 
2 dr 


PO Tag CERE 
-| EE - LEER 
由 于 函数 一 在 单位 圆 域 2+ 解析 , — 在 外 域 9- 解析 且 在 oo 点 为 零 , 由 
RÈ (9.1.1) 知 第 1 个 积分 当 ze 0* 时 为 ——, 当 ze 0- 时 为 零 . 由 式 (9.1.2) 知 
第 2 个 积分 , 当 ze 2- 时 为 i, 当 ze 0* 时 为 零 , 因此 


] ] 
Pt (z) = l5 $ (z)— > 


9.5 ”封闭 曲线 上 的 Riemann 边 值 问题 


设 工 是 一 简单 封闭 光滑 曲线 , 将 复 平面 分 成 其 内 域 Q+ 和 外 域 07, G (t) (G(t) z 
0) 和 g(t) Æ L 上 的 满足 Holder 条 件 的 函数 . 

所 谓 Riemann 边 值 问题 , 就 是 寻找 两 个 函数 (或 一 个 分 片 解析 图 数 ), 即 一 个 
在 Q* 内 解析 的 函数 7^ (z), 另 一 个 在 2 内 包括 z = oo 解析 的 函数 @ (z), 使 
得 其 边 值 在 L 上 满足 如 下 关系 : 


5* (t) = G (t) ©- (t) + g (t), (9.5.1) 


其 中 , G (t) RA Riemann 边 值 问题 的 系数 ; 9 (t+) 称 为 自由 项 , 当 g (t) 为 零 时 称 为 
齐 次 Riemann 边 值 问题 , g(t) 不 恒 为 零 时 称 为 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 . 
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通常 定义 Riemann 边 值 问题 的 指标 为 
ee el ss larg G (t)], = 一 llog G (Ðl; , (9.5.2) 
BU « Ap t AANA L 一周 时 , 函数 G (t) 的 幅 角 的 增 量 除 以 2n. 因为 幅 
角 的 增 量 一 定 是 2x 的 整数 倍 , 所 以 指标 k 一 定 是 整数 . 也 可 用 积分 形式 表示 为 


HORS = | dlogG (t) — ~ | bane. (9.5.3) 


例 9.5.1 当 G(t) = tr, 工 为 包含 原点 的 任 一 简单 光滑 曲线 , 计算 指标 K. 
RO K tr 是 函数 z^ 的 边 值 , 而 z^ 在 工 内 域 只 有 0 为 其 nn NEA, 因此 


ue dudas en 
2x 


首先 考虑 Riemann 跳跃 问题 , g(t) 是 简单 光滑 封闭 曲线 L 上 满足 Holder 条 
件 的 函数 , 跳跃 问题 就 是 寻求 分 片 解析 函数 0 (2) (6 (2) = B+(z), ze Nt; 8 (z2) = 
$-(z)z€4-)1E2:2] A 7E, 在 L 上 满足 

$* (t) — D (t) = g(t). (9.5.4) 
由 Plemelj 公式 立 得 其 唯一 解 为 
bike. | I(T) ar (9.5.5) 


— Oni T—Z 
其 次 , 考虑 齐 次 Riemann 边 值 问题 (G (t) #0, 正则 型 ) 
$*(t) = G(t)*- (t), (9.5.6) 


求 出 其 一 个 特 解 . 
记 所 求 分 片 解析 函数 在 区 域 07^ 和 2- 内 零点 的 个 数 分 别 为 W 和 N, 则 


N + N- = IndG (t) =k. (9.5.7) 


当 k= 0 时 , In G (t) 是 单 值 函数 , 由 (9.5.7) 知 Ny = N- = 0, 即 其 解 在 整个 平面 没 
AFA, 此 时 函数 log 65 (z) 分 别 在 2+ 解析 且 单 值 , 并 有 边 值 log 97 (z). 
在 (9.5.6) 两 端 取 对 数 得 . 


log $1 (t) — log 9^ (t) = logG (t), (9.5.8) 


其 中 , logG (t) 已 选 定 任 一 分 校 而 不 影 啊 最 终结 果 . 
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于 是 (9.5.8) 是 一 个 Riemann 跳跃 问题 , 它 满足 log 8T (oo) = 0 的 解 由 (9.5.5) 
知 为 


1 log G 
Td 
rG)- gil log G (T), (9.5.10) 
mije r-z ` in 


由 Plemelj 公式 得 满足 56- (oo) = 1 的 Riemann 跳跃 问题 (9.5.8) 的 解 为 
$+ (z) = ef (2). (9.5.11) 


如 果 去 掉 86- (oo) = 1 的 要 求 , 则 (9.5.9) 右 端 应 加 上 一 个 任意 常数 , 于 是 Riemann 
跳跃 问题 (9.5.8) 的 解 为 
Pt (z) = Ae ^ 9. (9.5.12) 


因为 r- (co) = 0, 所 以 4 = $7 (oo). 于 是 当 上 = 0 时 , WR 2- (oo) z 0, WEE 
含 一 个 任意 常数 , 因此 有 唯一 一 个 线性 独立 解 . 

当 $- (oo) = 0 Bf, A = 0, 则 原 问题 只 有 和 恒 为 零 的 平凡 解 . 于 是 得 到 一 个 重要 
推论 : 对 任 给 定 的 在 L 上 满足 Holder 条 件 的 函数 G ( #0, 当 指标 < = 0 时 , 可 以 
表示 为 分 别 在 2t 0- 内 解析 且 在 这 些 区 域内 没有 零点 的 6+ (z) 和 6- (z) 的 
边 值 $+ (t) A D- (t) 的 商 , 而 $^ (z) 与 $- (z) 由 (9.5.12) 给 出 . 

24 &4 0, 将 边界 条 件 (9.5.6) 改写 为 


$*(t) 2t "G(t) t*9- (t). 
于 是 零 指 标 函 数 tG (t) 可 以 表示 为 解析 函数 边 值 的 商 


I'* (t) 1 l -sG (7)] 
ee e Og |T T 
ceo omg. Dem gj, EL ar 


从 而 获得 了 所 谓 典 则 函数 
X*(z) =e, X (z) =z tel (2) (9.5.13) 
满足 X*(t)-G(t)X- (t) 的 分 片 解析 函数 X (z), 即 Riemann 边 值 问题 的 系数 可 


表示 为 典 则 函数 边 值 的 商 


 X*(t) 
-X-dy (9.5.14) 


X k 0 时 , 所 求 分 片 解析 函数 在 全 平面 有 唯一 的 奇 点 co, 在 oo 处 有 不 高 于 
k 阶 的 极点 . 于 是 由 Liouville 定理 知 此 函数 是 次 数 不 高 于 k 的 任 一 复 系 数 多 项 数 . 


G (t) 
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因此 问题 的 一 般 解 为 6+ (z) = er (P. (2), 6- (z) = ze (P, (z), 其 中 , P. (z) 
是 一 个 次 数 不 高 于 « 的 任意 多 项 式 , 或 其 通 解 也 可 用 典 则 函数 表示 为 


$ (z) = X (z) Pa (z), (9.5.15) 


即 齐 次 Riemann 边 值 问题 当 k > 0 时 有 二 1 个 线性 无 天 解 . 
X & «0 时, 典 则 函数 在 oo 处 有 «| = -r 阶 极点 , 因而 不 是 齐 次 Riemann 边 
值 问题 的 解 , 但 在 求解 非 齐 次 问题 时 可 作为 辅助 函数 使 用 . 
最 后 考虑 满足 边 值 条 件 (9.5.1) 的 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 的 求解 . 
将 边 值 条 件 (9.5.1) 中 的 系数 G (0) 用 典 则 函数 的 边 值 的 商 代 蔡 , 则 得 


B+(t)  9-() , e() T 


X+(t) X-() XHA 


由 于 函数 2 满足 Halder 条 件 , 由 Riemann 跳跃 问题 的 解 知 分 片 解析 函数 


X* (t) 
V (z) = x | x | E (9.5.17) 
g (t) 
的 正 负 边 信之 差 就 是 DU. m 
V+(t)— v- (t) = gi. (9.5.18) 
于 是 边 值 条 件 (9.5.16) 可 重 写 为 
$* (t $- (t - 
x udi d. d e EN 
W k > 0, 则 
xx 9 0- xm - 1 (0-5.0. 
则 得 原 问题 的 解 
(z) — X (z) [V (z) + Pk (z)], (9.5.19) 


其 中 , X (z) 4l v (z) 分 别 由 (9.5.13) 和 (9.5.17) 给 出 , P, (z) 是 « 阶 的 含 任意 系数 
的 多 项 式 . 


现在 设 上 < 0 此 时 S 02 


X- (z) 
2 (t) 
X* (t) 


在 oo JẸ 


— wt (t) 一 
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于 是 
8 (z) = X (z) V (z), (9.5.20) 


但 当 k < 0 Bf, 由 于 典 则 函数 X(z) 在 oo 有 |k = -r RRA, 而 V (z) 在 oo 有 一 
阶 零 点 . 因此 , 5 (z) 的 表达 式 (9.5.20) 右 端 的 积 有 |k| -1= 一 «一 1 阶 极点 . 这 样 
当 k+1 < 0 时, 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 对 任意 自由 项 不 可 解 , 只 有 当 自 由 项 满 
足 某 些 条 件 使 得 (2) 在 oo 解析 时 才 可 解 . 


将 函数 (2) 展 成 级 数 了 -3= 》 Cuz- 其 中 ,系数 Ce= cc | 30 a 


为 了 保证 5+ (2) 在 oo 解析 , 则 o- (e) 的 前 -一 1 项 的 系数 必须 为 零 , 即 当 上 < 0 
时 , 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 可 解 的 充 要 条 件 是 下 列 -r _ 1 个 条 件 满足 


9 (7) ki " 
Ld — —— 1 y, q. + 1. .5.21 
| X ) d7 0, k T , (9 ) 


综 上 , 346 r 20 时 , 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 对 任意 自由 项 都 可 解 , 且 一 般 解 
为 


V (z) = d | z s | A + X (z) P (2). (9.5.22) 


24 k « 0 时 ,条件 (9.5.21) 满足 时 , 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 有 唯一 解 (9.5.22), 
只 是 此 时 P. (z) 三 0. 

x G (t) 有 零点 时 称 为 非 正则 型 的 , 这 里 不 专门 讨论 ， 有 兴趣 者 可 参考 (路 见 
Hf, 1986). 


9.6 ”开口 弧 7 段 上 的 Riemann 边 值 问题 
本 节 讨 论 光滑 弧 段 L = ab( 正 方向 取 上 自 a £b) 上 的 Riemann 边 值 问题 
Gt (t)=G(t)® (t+g(t), teL=ab,t@#a,b, (9.6.1) 
其 中 ; G (t), g (t) 都 是 在 L EWE Holder 条 件 的 已 知 函 数 , G (t) #0. 


注意 边界 条 件 (9.6.1) 在 t= a Lb 没有 要 求 一 定 满足 , 通常 允许 8+ (z) 有 可 
积 奇异 性 , 即 在 t= a 和 "最 多 有 阶 数 小 于 1 的 奇异 性 . 例如 , 在 a 的 邻 域 允许 


|8 (2) < a 0xao «1, (9.6.2) 
— a 


K 
[B= (t)| < Iam 0x o < 1. (9.6.3) 
a 


|t — 
当 要 求 5(z) YE z = a,b AF, W o (t) 也 在 z = a,b BF, 该 类 解 记 为 
ha = h (a,b), 当 人 允许 5 (z) YE z =a Rb EA (但 有 可 积 奇异 性 ) 时 , 该 解 类 记 为 
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ho, 当 B(z) 在 z=a 有 界 , 在 z =b LA (但 有 可 积 奇异 性 ) 时 , 该 解 类 记 为 ha, 类 
似 的 当 B(z) E z =b ER, 在 z=a 无界 (但 有 可 积 奇异 性 ) 时 , 该 解 类 记 为 he. 
先 考 虑 如 下 齐 次 Riemann 边 值 问 题 在 无 穷 为 零 , 即 e (oo) = 0 BRE: 


B+ (t) =G (t) 7 (t). (9.6.4) 
类 似 上 节 , 定义 本 
T(z) = = | EC C) qr zd L. (9.6.5) 


该 函数 在 工 割 开 的 平面 区 域 S 解析 且 D (oo) = 0, 在 a, b 有 对 数 阶 奇 异性 , BE 


Yalog (a — z) + Ba (z)， 在 z =a 附近 ， 
Pus 9.6.6 
(2) | w log (b — z) + Bo (z)， 在 z=， 附近 ， | | 
其 中 ， -— 
Ya = Qa + iba = sd 
log G (b) (9.6.7) 
YW = œ + iy = E, 


Pa (2) 和 D (2) 分 别 是 z =a A z = b 附近 被 工 制 开 的 领域 内 解析 的 函数 , 对 数 任 
意 取 定 一 个 单 值 分 六. 于 是 由 Plemelj AF 


r* (t) — - (t) = logG (t). 


A 
x (z) =", 
则 
 X' (t) 
Gy 
于 是 
0 
x*(t x-(9' 
B y (2) = TO) 是 可 能 除了 a,b 以 外 全 平面 解析 的 函数 且 Y (oo) = 0. 
特别 , 注意 到 


X (2z) = | (z 一 0) ”xe (2)， fEz— afik, (9.6.8) 


(z 一 Qa)” xe (z)， Œz = 5b 附近 ， 


HP, xa (2) 和 xs (2) 分 别 当 z = a 和 z= b 附近 被 L 割 开 区 域内 解析 函数 . 函数 
(z —ay'* 和 (z — b)” 任意 取 定 一 单 值 分 支 . 
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如 果 在 ho 类 求解 , 则 定义 Aa = — [ou], As = — [os]. id 
X (z) 7^ (z— a)'* (z — b)" x (z), (9.6.9) 


称 
k= — (Aq + Ab) (9.6.10) 


为 问题 (9.6.4) 在 ha 类 的 指标 , 则 类 似 上 节 , 可 得 到 齐 次 Riemann 边 值 问题 (9.6.4) 
当 要 求 (oo) = 0 BE hs 类 的 一 般 解 为 


(z) = X (z) P i1(z), (9.6.11) 


其 中 , Pe- (2) 是 一 阶 数 为 «一 1 的 任意 多 项 式 , 24 & 1 « O 时, Pe- (2) 三 0. 

X (2) 称 为 原 问题 (9.6.4) 在 hs 类 的 典 则 解 或 典 则 函数 

对 于 ho AS, 定义 Àa = [一 ao| ， Ab 一 [一 ab ) 

对 于 ha Ñ, 定义 àa = — [aa], àe = [一 ao]; 

对 于 he Ñ, 定义 Ao = [704], àb = - [ou], 
其 他 相同 . 

类 似 上 节 , 对 于 非 齐 次 问题 (9.6.1), 有 如 下 的 定理 : 

定理 9.6.1 对 于 非 齐 次 问题 (9.6.1), 在 S (co) = 0 的 要 求 下 , 在 上 述 类 中 , E 
义 上 述 指标 和 上 典 则 函数 后 , 当 « > 0 时 , 其 一 般 解 为 


5(z) = G) | XV UTI 4 X (2) Pa (2), (9.6.12) 


其 中 , Po (2) 是 任 一 «一 1 阶 多 项 式 ; 当 A < 0 时 , 24 HC 


tig (t) ! 
= —0,1,..-.,—&-—1 .6.1 
| E Ë= 701 (9.6.13) 


满足 时 原 问题 有 唯一 解 (9.6.12) (P .1 (2) = 0). 
9.7 周期 Riemann 边 值 问题 
Ti ^c, 介绍 复 平 面 的 周期 分 片 解析 函数 
$ (z) = — | $ (t) cot (t — z) dt. (9.7.1) 
由 [路 边 ] 知 , 此 时 有 推广 的 Hilbert 核 积 分 的 Plemelj 公式 


D+ (t = £e (t) + z— | plekeaite- ddr (9.7.2) 
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现在 考虑 周期 Riemann 跳跃 问题 , g (t) 是 光滑 曲线 L 上 满足 Holder 条 件 的 函数 ， 
周期 Riemann 跳跃 问题 就 是 寻求 周期 分 片 解 析 函 数 6 (z) dE L EWE 


$*(t)-6 (t) 2g(t), tEL. 
由 推广 的 Hilbert 核 积 分 的 Plemelj 公式 立 得 其 在 无 穷 为 零 的 唯一 周期 解 
$ (2) — — | g (£) cot (£ — z) dtt. (9.7.3) 


对 于 一 般 的 周期 Riemann 边 值 问题 可 类 似 推广 
设 工 = X Lk 是 光滑 封闭 曲线 集合 且 互 不 相交 , 形状 相同 , 沿 z 轴 以 ar 为 


k-—-—oo 
周期 分 布 , 逆 时 针 方 向 为 正 , Li AREA Si+ (图 9.1), L 的 外 域 记 为 S^, ix o € Sg, 
记 . 5 s S 


图 9.1 以 ar 为 周期 的 区 域 模型 
对 于 一 般 的 封闭 曲线 上 , 周期 Riemann 边 值 问题 


B+ (t) = G(t) &- (t) + g(t), (9.7.4) 


当 g(t) 不 恒 为 零 时 , 其 一 般 解 为 
(1) 要 求 5 ( 土 co) 有 限 . 当 k > -1 时 , 周期 问题 (9.7.4) 的 一 般 解 为 


$(z)— X (z) E (z) + P, (tan 4] | (9.7.5) 


其 中 ， 


V (z) = — | geh (cot ; z 7 4 tan 3 dt, (9.7.6) 
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eT (A), SE Or. 
X (z) = E EG ye S+. (9.7.7) 
a 


a 
log 区 zC e) di 


1 
I'(2)e . | 
2030 JL tan — tan : cos? d 
a a a 


1 t D 
= 一 一 | 1 * —G (t) | cot 
Dm s og [oot $ G( ] cot — 


任意 常数 可 并 入 任意 多 项 式 P, (tan ^), 所 以 通常 记 


? at 4- C. 


Z dt. (9.7.8) 


1 + t — 
Dl(z) — 2 | log 区 n o| cot 7 


当 k< 一 1 时 , 原 问题 (9.7.4) 当 且 仅 当 条 件 


| g( i tdt — 0 c M ET (9.7.9) 
满足 时 有 唯一 解 (9.7.5) (P, (z) = 0). 
(2) 要 求 (+i) = ð (—ooi) . 34 k > 0 时， 其 一 般 解 为 
TORREON : | g (t) si^ 


2an? Es Xt (t) 


- “df + P (tan 3 | | (9.7.10) 
根据 要 求 的 条 件 还 需 满足 


X (ooi) | | Yi s dt 4- P, e) X (ooi) zs i. a 2 dt-- P, ZI 
或 


Goo + 1 g (t) | 
ES | x*(pe Go o P. (~i) — P, (Hi), (9.7.11) 
其 中 ， 
(IT E "ex | 
a. XC99 c arep( L| ws[uetena]. er 
当 & —0 Rf, WR Go # 1, 则 取 P = co = C3 E P xat RH 
id TORES] di te) (9.7.13) 
2T dm Jn XO\ a Qul) 2s 
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当 Go = 1 时 , 当 且 仅 当 


g(t) ,, 
L x* (B dt —0 (9.7.14) 
时 , 原 方程 有 一 般 解 
1 t t-z 


24 k= —1 时, 原 问 题 有 唯一 解 


X (z) g (t) t-z t 
(z) = m | X^ (f c ES + tan 3 dt. (9.7.16) 


根据 要 求 的 条 件 , 还 要 满足 
X (4-061) | g (0 (i 十 tan 一 dt = X (— ei) | g (t) (= + tan 3 dt 


o X* (t) Lo X+ (t) 
» (t) (t) 
(Gæ — JN YT (b) tan 一 dt = = i (Gæ 十 D| Ys (8 dt. (9.7.17) 
X < —1 时 , 原 问题 当 条 件 (9.7.9) 和 (9.7.17) 都 满足 时 有 唯一 解 (9.7.16). 
(3) 要 求 $ (+ooi) = —e(—ooi). 当 & 2 0 时 , 要 求 的 条 件 为 
2 : | 去 S dt = Gs, P, (—i) + P4 (+ô), (9.7.18) 
其 一 般 解 为 (9.7.10). 
当 上 = 0 时 , WR Go z 1, ME 
"" Croo x l g (t) 
其 唯一 解 为 
5 -z Gəl. 
(z) = A) N Xs (cot ; : F G+ i dt. (9.7.19) 
如 果 G。 = 1, 当 且 仅 当 条 件 (9.7.14) 满足 时 有 解 (9.7.15). 
当 上 = 一 1 时 , 条 件 
(Le | eis tan -dt —- i (G,, — 1) | 这 s dt (9.7.20) 


满足 时 , 其 唯一 解 是 (9.7.16). 
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M4 c —1 时 , 当 条 件 (9.7.9) 和 (9.7.20) 都 满足 时 有 唯一 解 (9.7.16). 
(4) 要 求 $ (ooi) = 0. 34 « 2 0 时 , 其 一 般 解 为 (9.7.5), 根据 要 求 条 件 并 考虑 
到 X (+i) £0. 则 


二 | E 2 EE d d (9.7.21) 


FEK k=0 H, ENZA (9.7.14) 满足 时 , 其 唯一 解 为 


X (z t t-z 
$ (z) = 2: | x : s cot E dt. (9.7.22) 


M k= 1 时, 当 且 仅 当 条 件 (9.7.14) 和 


| Y s tan -dt =0 (9.7.23) 


都 满足 时 , 原 问题 有 唯一 解 (9.7.22)， 

X k < -1 Bj, 条 件 (9.7.9), (9.7.14) 和 (9.7.23) 满足 时 ， 原 问题 有 唯一 解 
(9.7.22). 

324 L 为 开口 弧 线 时 , 仅 以 代表 性 情况 给 出 其 一 般 解 , 以 说 明 求 解 方法 , 即 


十 co 
aT 
L:-l&z&l l«, L= > Lr 


k=— o0 


G (x) = -K 是 一 个 负 实 数 , 在 ho 类 中 求解 , 此 时 上 = 1, 


log (—K) [' z—2 1 , tan z/a — tanl/a 
—— ————— —— = — — ] 一 
"n 2ani | a " t iB) ^B tan z/a+ tanl/a' 


P —1/2+iß i l —1/2—ip 
X (z)— (tan A + tan 3 (tan 2 tan 3 ; 


其 中 , 8 = 了 2 一 XG) 取 定 单 值 分 支 lim tan ZX (2) =1 


Zz 一 十 二 aT 


例如 , 当 要 求 6 (ooi) 有 界 时 , 其 一 般 解 为 


$ (2) — x | p £x cot?— dz X (2) (Cotan +01). — (9.724) 


当 k= -1 时 是 一 个 重要 的 特例 , 此 时 Go = —1, 


92 


X (z) 2 - , R(z)-tan : — tan x (9.7.25) 
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如 果 要 求 (+i) = —4 (—ooi), 其 在 ho 类 中 的 一 般 解 为 
1 
$ (z) = ums]. g(x)y R G (e 92 
其 中 , VR(z) 取 定 以 [一 ,中 割 线 的 任 一 单 值 分 支 . 
9.8 ”第 一 类 奇异 积分 方程 


(1) 首先 考虑 封闭 曲线 L 上 的 奇异 积分 方程 


C 
— tan — 3 dz 十 JRGY (9.7.26) 


| 29ar- r0. (9.8.1) 
L 


JU) T— 2 


将 (9.8.1) 中 变量 t 换 为 n, 方程 两 边 乘 以 二 Tu 


Poincaré-Bertrand 公式 , 即 


1 d 1 K 1 1 K 
=] d al a UL PM — K (t, 222-10 dni | IL di (9.8.2) 
L L T TU L( 


,再 党 L 积分 ， 利 用 


mi],T-t nili m= ni Jr (r — t) (n — 7) 
得 到 

als cim Be ooo 
上 式 右边 的 第 2 个 积分 


dori 1 dori dori 1 ! l 
NR EN — 一 (in — in) = 0. 
L(n-t)(r-m) T-t\JLrn-t jpm-T T—l 


于 是 得 到 
66 - | PO. (9.8.3) 


JUL pTE 


XUL ES B X L 上 的 第 一 类 奇异 积分 方程 (9.8.1) 的 解 . 
(2) 现在 考虑 有 限 区 间 上 的 第 一 类 奇异 积分 方程 
先 考 虑 奇 弄 积分 方程 


[ $0) ar —f(t), 0«t«1, (9.8.4) 
oT —t 


P834 IJI SUA t 后 , 得 到 


[ TOR a -— tf (t) +C, (9.8.5) 
0 ”一 
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其 中 , C = [ ó (T)dr. 


在 方程 (9.8.5) 两 边 同 时 乘 以 A FXI t 从 0 8| 积分 得 
AE - Tó (7) Vtf (t) dt 
| | pat | yu v atec|. u (u — t) 
或 
-| TÓ exe |. E -[ Vtf WO CT (9.8.6) 
(t-r) t(u-t) Jo vu-t 
其 中 , 已 用 到 Beta 函数 值 . 考虑 到 恒等式 
u dt 0, 0O0<T<u%u (9 7) 
— ——Á—v-"f-—— JU .加 
| Vt(u—t)(t—7) wie T >u, 


得 到 


[ VTE) c. - | Vt (0 ui. (9.8.8) 


VT-—u 
这 是 经 典 的 Abel 积分 方程 , 其 解 为 
Viet - -12 [ cdu -z&ll l | 


7 dt J; 


或 者 


vi 的 = —Á RR ii =l | (0 089 


m C 


考虑 到 恒等式 


n 
nn Aon Vl—t-v1-rT 
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得 积分 方程 (9.8.4) 的 解 为 
$ (t) = ———— | e (9.8.10) 


(1-8 mV 0 i—T 
再 考虑 积分 方程 ， 
| ar - 50. a«t«b. (9.8.11) 
作 变 量 代 换 
"T 


由 方程 (9.8.4 和 其 解 (9.8.10) 得 方程 (9.8.11) 的 解 为 


1 EO "A 
$( = = TEDT; | ~ f(T)drinCl, a«t«b. 


(9.8.12) 
特别 地 , 当 a = —1,b = 1 Ej, 由 方程 (9.8.11) 的 解 可 得 所 谓 的 机 翼 型 (airfoil) 
方程 


= | ce = f(y), ly «1. (9.8.13) 
的 解 
2 v (1 — y?)f (y C 
66) = 二 正二 | i "quem V - vf U) jyy epi |Z| < 1. (9.8.14) 
8) 9.8.1. 求解 积分 方程 
| 24-1 a, « t « b. (9.8.15) 
fe ”直接 由 (9.812) 得 
加 1 ? /(T—a)(r—b) 
90 - aJG-a6-8 n | dr 十 TC | ， «t«b 
或 
t — (a 4-5)/C C 


i V ain oO 0 a «t « b. (9.8.16) 


(3) 第 一 类 Hilbert 核 奇 异 积分 方程 


1 2x = 
x [ (S55 )etat- r0, 0«2«m (9.8.17) 
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在 条 件 
| o (x)dz =0 (9.8.18) 
0 

下 的 解 . 

先 讨论 方程 (9.8.17) 的 可 解 条 件 , 方程 (9.8.17) 两 端 对 z 从 0 到 2x 积分 , 考 
虑 到 关系 式 

2x € — r T 
| cot (£55 ae E 0, 

可 得 可 解 条 件 为 


[ f (x)dz = 0. (9.8.19) 
0 


借助 于 第 一 类 Cauchy 核 奇异 积分 方程 的 解 来 求 方程 (9.8.17) 在 条 件 (9.8.18) 下 的 
解 , 此 时 取 L 是 中 心 在 原点 的 单位 圆周 , 用 $1 (t) 和 i7 fi (0) 分 布 代替 方程 (9.8.1) 
及 其 解 (9.8.3) 中 的 9 (0) 和 F(t), WA 


1f plr), 
$1 (t) = -= | ha, (9.8.21) 
4 t= r= s, 则 可 发 现 Cauchy 核 和 Hilbert 核 的 关系 
dr 1 E- 1 


将 关系 式 (9.8.22) 代入 方程 (9.8.20) 及 其 解 (9.8.4), 改变 变量 $ (x) = 91 (t), f (2) = 
h (t), 则 得 


x [ cot 人 3 $ (a£ + É [ é (€)dé = f (a), (9.8.23) 
$(z) = — |. cot (5 > 3 f (EdE — > | HOLS (9.8.24) 


考虑 到 条 件 (9.8.18) 和 可 解 条 件 (9.8.19), 由 (9.8.23) 和 (9.8.24) 得 方程 (9.8.17) 的 
解 为 


$ (7) = -> [ cot (£5) f (EdE. (9.8.25) 


(9.8.17) 和 (9.8.25) 分 别 与 条 件 (9.8.18) 和 (9.8.19) RA Hilbert 反 演 公式 . 
(4) 复 平面 上 的 第 二 类 Cauchy 核 奇异 积分 方程 的 解法 


Gi) 当 工 为 封闭 曲线 , 方程 形式 为 


TU T —t 


Ae) - - | $7 MU tf(t), t€L, (9.8.26) 


其 中 , A, B 是 给 定 的 复 常数 , o (7) 是 满足 Holder 条 件 的 函数 . 
为 了 求解 积分 方程 (9.8.26), 写成 算 子 形式 


Mà — AQ (t) - 二 | 9a. fl: (9.8.27) 
定义 其 伴随 算 子 "Tm 
Nó = Aó(t) - — xil. dr. (9.8.28) 
于 是 
NMo-—A [Ae (t) 十 al. ear -2 | L |Ae (Tm) + — 2 sil. nas esM f. 
(9.8.29) 
利用 Poincaré-Bertrand 变换 公式 (Kanwal, uu 
1l. dr f eT), . 
化 简 后 得 原 方程 (9.8.26) 的 解 为 
$ (t) — 43 um f (t) — D B5 | Car, (9.8.31) 


其 中 , 已 假定 了 A2- B? #0. 

当 4 = 0,B = 1 时 , 便 得 (9.8.1) 和 (9.8.3) 为 一 对 反 演 公式 . 

(i) 当 工 是 开口 弧 段 时 , 由 于 Poincaré-Bertrand 变换 公式 不 可 用 , 所 以 用 另外 
的 方法 求解 , 定义 T 
| 9()- g.] fa 


此 时 Plemelj 公式 仍然 成 立 , BH 


本 区 = 26() + | P dr, (9.8.32) 
E- (0 = -z6() * z— | Cd (9.8.33) 


$ (t) = $7 (t) - € (t), 


T 9.8.34 
5 [ ar - G+ (t) --9- (t). iade 
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代入 原 方程 (9.8.26) 得 边 值 问题 
(A+ B) St (t) -(A— B) (t) - f(t), teL. (9.8.35) 


= [a,b] 时 , 可 得 到 该 开口 弧 段 的 Riemann 边 值 问题 的 解 , 进而 由 (9.8.34) 得 


0- t7 ner 63) L3) 1007 


"ML C 9.8.36 
MN" —a) "(t — b)" | 
其 中 , e Ln E, c 为 任意 常数 
(5) 第 二 类 Hilbert 核 奇 异 积分 方程 
A6( - €) - 5- | o (r) cot (5. ar (9.8.37) 
EXAT 
Mọ = AQ (t) + + 云 | pln) cot (55 ar (9.8.38) 
Nọ = AQ (t) — x | $ (T) cot (==) dT (9.8.39) 
Ju 


=F (t), (9.8.40) 


其 中 ， 2X 
F (©) = Nf = Af (t) — A f (7) cot (==) dr. 


利用 Hilbert 公式 (Kanwan, 1997) 


9) [ "m F Jae J E eL = 6) o [ $ (r)dr, 
9.8.41 
(9.8.40) 可 化 简 为 ) 


(A? + B?) e (t) — x x) [ à (r)dr =F (t). (9.8.42) 
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这 是 一 个 简单 的 退化 核 K (er) =1 的 方程 。 
为 了 求解 , 两 端 从 0 到 2x 积分 , 并 记 C = | o (r)dr, 得 
0 


2x B 2x 2x r-t 
4C=4| f (t)dt 一 xj zu f (T) cot (==) dr. 


右边 第 2 个 积分 是 


B 2x 2x T—t 
x], OF (3 ) 


— | f (r)dr | a [ Ee D dt ! 


o sin(r —t)/2 tie Sin(r — t)/2 


当 < 一 0 时 , 方 插 号 内 的 项 为 零 . 于 是 


iba Z | far. | Dere n | f (rdr 


0 0 


最 后 , 由 方程 (9.8.42) 得 到 


4 B a T —í 
p (t) — APLBU (t) — 2n (A2 + B2) | f (T) cot (==) dT 
B2 27 
* 92A (A? + B?) | f (7)dr, (9.8.43) 
其 中 , 4? + B? 4 0. 
例 9.8.2 ”求解 奇异 积分 方程 


1 2X E A 
7 | $ (T) cot (=) dr = 2. (an cos nt + bn sin nt) (9.8.44) 


解 。 函数 Y (an cosnt + bp sinnt) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 , 此 外 条 件 


n=l 


2t 
| F(r)dr = 0 也 满足 . 因此 由 反 演 公式 (9.8.17) 和 (9.8.25) 得 
0 


2m | o9 z 
o (t) = -> | 5 (an cos nT + b, sin | cot (==) dr 


n=l 


= `o (an sin nt — bn cos nt). (9.8.45) 
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9.9 奇异 积分 方程 数值 积分 法 


同 Fredholm 积分 方程 一 样 , 数值 积分 法 , 有 时 称 为 Nyström ENTAR AA 
积分 方程 也 有 效 . 对 Fredholm 积分 方程 , 是 将 积分 号 下 有 核 的 积分 项 借助 于 茶 一 
数值 积分 方式 离 居 化 为 求 和 形式 , 即 


b n 
| KG, edt Y W;K (eb) 6 t), 
Eh, (fwa ha) 是 求 积 公式 的 权 和 节点 ,然后 将 原 积分 方程 转化 为 代数 
方程 组 求 出 其 数值 近似 解 
类 似 地 , 对 于 Cauchy 核 奇异 积分 方程 将 含 Cauchy 核 的 奇异 积分 项 , 也 可 利用 
某 种 积分 方式 将 其 离散 化 为 求 和 形式 , 即 


b 
5 的 = ['2990,,, y-méG) e. suu jac 


rem tj- r On (x) 


其 中 , w (t) 为 某 权 函 数 ，( {ww;}?_,, (655). 是 求 积 公式 的 权 系数 和 节点 ， 


n= S (05), On () 2 t=) 


对 于 第 一 类 奇异 积分 方程 
| w (t) (t) dt 


n t— x f w (t) K (x,t)ọ (t)dt = f (z), ~1<x<1, (99.1) 


利用 上 述 数 值 积分 公式 可 离散 化 为 


j=0 d-r- = On+1(7) 
T0 1,259.75 (9.9.2) 


注意 到 与 Fredholm 方程 情况 不 同 , 现在 只 是 对 x t(j = 0,1,2,… ,n) WA, 
为 如 果 取 x= tj, j= 0,1,2,.… ,n, 则 (9.9.2) 第 一 项 无 意义 , 因此 可 以 选择 r, 使 得 
qn+1 (7) = 0, 通常 可 求 出 {9 (6) 7 S, 此 时 (9.9.2) 当 指 标 为 1, BE JGVERETEN EA 土 1 
无 界 时 变 为 代数 方程 组 


tk (Zitj)P (tj) = f (zi), j=0,1,2,:-:--,N —1. (9.9.3) 
I= 
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通常 要 求 出 其 唯一 解 还 需要 一 个 辅助 条 件 . 
下 面 以 一 实例 给 出 其 数值 结果 并 比较 . 考虑 方程 


iP oo: (Ou 1| o1: t(6-2)oQaus 
E uq. ap /1-12 (t2 + z2)* -1 (9.9.4) 
与 辅助 条 件 
1 
| Ta. zI (t) dt = 0. (9.9.5) 


这 是 弹性 力 中 的 一 个 模型 , 裂纹 (71,1) 的 尖端 处 的 应 力 弹 度 因 子 直 接 与 (1) 有 
关 , 利用 上 述 数 值 积分 法 , 通过 使 用 Gauss 求 积分 后 再 Lagrange 插值 , Gauss 求 积 
后 再 自然 插值 以 及 直接 使 用 Lobatto 求 积 公式 包括 端点 处 的 值 , 不 用 再 插值 求 出 
$ (1) 的 近似 结果 如 表 9.1(Gerasoulis, 1982). 


表 9.1 (1) 的 数值 结果 比较 


n Gauss 求 积 再 Lagrange 插值 Gauss 求 积 再 目 然 插值 Lobatto 求 积 

6 0.83363 0.86261 0.85970 

8 0.87264 0.86435 0.86387 

10 0.86289 0.86448 0.86449 

12 0.86381 0.86433 0.86441 

14 0.86257 0.86415 0.86424 

16 0.86281 0.86401 0.86396 

18 0.86503 0.86391 0.86387 

20 0.86283 0.86383 0.86380 

22 0.86463 0.86372 — 

40 0.86335 0.86358 — 

60 0.86348 0.86355 — 

对 于 如 下 的 Hilbert 核 奇 异 积分 方程 : 

1 1 
zi] 9 (t) cot (52) db | BE I 
ami J_1 Vli—t a ani] 4 /1—1? 
(9.9.6) 


通常 可 利用 Labotto-Chebyshev 求 积 公式 , BI 


2j— 1 
tj = cos 4 m, 7=0,1,2,.…-.,7n, 
2n 
1 
Xi = coS—m, 1=0,1,2,.….,n, 
n 
1 
Wo = Wn = 5; W;-—W-—:::-—uUs-i1-l 


直接 离散 含 Hilbert 核 的 奇异 积分 , 然后 进行 数值 求解 更 为 方便 些 (Li, Wu, 2002). 
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考虑 第 二 类 奇异 积分 方程 
ao (x) 十 j£ 9 (t) ;- 19! ZH K (r,t)p(t)dt = f (£), -1«mc«1, (9.9.7) 


其 中 , a 和 2 是 实 常 数 , K (m, 0) 和 f(z) 分 别 是 满足 Holder É CIR X. 
方程 (9.9.7) 的 解 通常 可 以 表示 为 下 列 形式 (Muskhelishvili, 1953): 


$(t) = w (t) w(t), (9.9.8) 
HE w(t) 也 是 满足 Holder 条 件 , 权 函 数 w(t) 为 


w(t) = (1—ty* (1-- t, 
1 a — ib 
à — aai 6 ES TA (9.9.9) 


Q — 1b 
a + ib 


= — log 


其 中 , N 和 M 是 整数 , 通常 由 实际 物理 问题 确定 . 为 了 有 可 积 奇 异性 , a > 1, 
B —1. 
= — (a - B) 2 — (N 4- M) (9.9.10) 


称 为 奇异 积分 方程 (9.9.7) 的 指标 . 
当 指 标 确定 后 , 可 按 前 述 方法 对 第 二 类 奇异 积分 方程 利用 求 积 公式 离散 化 为 代 
数 方程 解 求 出 其 近似 数值 解 . 
下 面 给 出 一 个 实例 并 对 数值 结果 与 真 解 比较 . 考虑 第 二 类 奇异 积分 方程 的 特 
征 方程 ; 
$ (x) — | 90) at — 1, (9.9.11) 


t-r 


1 l-r Hs 
dio = V3 (G 十 3 
利用 Chebyshev 求 积 公式 离散 方程 (9.9.11) 求 出 其 在 z = —0.8, —0.4,0.0,0.4,0.8 


处 的 数值 结果 见 表 9.2. 


其 精确 解 为 


表 9.2 ”数值 解 与 真 解 的 比较 


T 数值 解 真 解 
一 0.8 1.2243 1.2247 
一 0.4 0.8738 0.8739 

0.0 0.7073 0.7071 


0.4 0.5721 0.5721 
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9.10 ”起 奇异 积分 方程 的 解法 


超 奇 异 积 分 方程 的 解法 研究 还 不 充分 , 目前 相关 解析 解法 或 数值 解法 散 见 于 一 
些 文章 , 还 未 见 有 系统 的 专著 出 版 , 本 节 介 绍 一 种 较为 简洁 的 解析 求解 方法 . 
(1) 考虑 如 下 的 超 奇异 积分 方程 (Prandtl 方程 ): 


$ (£) — a (1-2?) [ $ (t) 


: hac a = f(x), -1«z«l1 (9.10.1) 
在 辅助 条 件 $ (31) = 0 情况 下 的 解法 (Chakrabakti, 1997), 其 中 , a > 0 为 已 知 常 
数 , f(z) 是 满足 Holder 条 件 的 已 知 函 数 . 
方程 (9.10.1) 左 端的 积分 是 一 个 超 奇异 积分 , 即 阶 数 高 于 一 阶 的 奇异 积分 , 它 
在 Cauchy 主 值 意 义 下 仍然 不 存在 , 而 此 时 是 在 Hadamard 有 限 主 部 的 意义 下 积分 
才 有 意义 , 即 如 下 定义 (Fox, 1957): 


Hooi) sd 


xJ (t-r) 
lim 20 ' lt) ,, ġ(z-e)+¢l(z+e) 
sim ll 20 as | 20 a | 


(9.10.2) 


假设 o c Cha(-1,1)0 < a « 1, WER 9 有 一 阶 导 函 数 满足 Holder 条 件 , XE 
X. 


$ (z)— — | Ti (9.10.3) 


则 6 (z) 是 (—1,1) 割 开 的 复 平 面 上 的 分 片 解析 函数 , H $ (2) = o(1/2), |z| oo. 
利用 Plemelj 公式 (9.4.4), 即 


$ (t) dt 


TAE if 
" (0) = +300) + | ， t-r 


一 <Z < 1 


则 方程 (9.10.1) 就 可 写 为 


E — ia (1 一 r?) $ $* (z)— à Hia (1— 2 i d $ (x)—-f(x), —1«zc«l. 

(9.10.4) 

FÆ (9.10.4) 便 成 为 了 分 片 解析 函数 0 (2) 的 微分 Riemann 边 值 问题 的 边界 条 件 ， 
如 果 求 出 e(z), WE 

(x) = t (x) — D (x). (9.10.5) 


9.10 超 奇 异 积 分 方程 的 解法 . 263 . 


由 于 在 (—1,1) 割 开 的 复 平 面 上 分 片 解析 函数 (22 — 1) “的 正 负 边 值 为 


. 1/2  ,, 1/2 

lim (2^ — 1) eE a 

其 中 , 根 式 函数 取 当 r JE, t 为 正 的 单 值 支 . 
引进 新 的 函数 


Å- 


1/2 d 


V (z) = 1 — o (z^ — 1) 3z 


$ (2), (9.10.6) 


由 (9.9.4) 立 得 
UV*(r)-—w (x)—f(xr), -1«crc«l. 


这 是 9.5 节 讨论 过 Riemann 跳跃 问题 , 其 解 为 


p (z) = - | i Sai (9.10.7) 
由 于 (z) = o(1/z), 同样 由 (9.10.6) 知 Y (z) = o(1/z), z| > oo. 注意 到 
a > 0, 求解 常 微分 方程 (9.10.6) 得 


—1/a 


2. 41/2 
na p eeni 


1/a 


OO (27 ps 


TD lz + (z^ — 1) | 


其 中 , 和 为 任意 常数 . 
为 了 保证 当 |z| 一 oo 时 , 6 (z) = o(1/z), 则 必须 入 = 0. 于 是 
1 一 1/a 
í 2 1/211/a f7 zt (z^ =d) á 
soal z+ (z -1) | af Ee 


(9.10.8) 
M > +1 时 , 6+ ( 土 1) = $- (X1), 所 以 $( 土 1) = 0 满足 原 要 求 . 于 是 最 后 由 
(9.10.8) 和 (9.10.5) 给 出 原 方程 (9.10.1) 的 解 . 
例如 , 对 于 Prandtl H, 


"m ip» 019)- p ü-2)^. (9.10.9) 
于 是 由 (9.10.8) 得 | 
$ (2) = I |z- (2 -1)^]. (9.10.10) 
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进一步 由 (9.10.5) 得 
9 (z) — 3 ü 


(2) 现在 考虑 一 类 周期 核 超 奇异 积分 方程 (Li, 2000) 


ES (9.10.11) 


(x) + 一 一 Df o (t) cot? (t — xr)dt = f (£), —1<xr<1 (9.10.12) 
及 辅助 条 件 o (+1) = 0, 其 中 , w (z) 和 f (z) 是 已 知 的 周期 为 x 的 函数 , H w(x) 是 
J&] BH ^y Fr ET W (z) 的 边 值 , BU 
w(r)-W^*(z)2-W- (x), zx€(-1,1). (9.10.13) 
$(x) 的 要 求 同 (1), Jj f£ (9.10.12) 左 端的 积分 在 Hadamard 有 限 部 积分 意义 下 存 
fr, BẸ 


B $ (t) cot? (t — z) dt = lim IR $ (t) cot (t — x) dt + N $ (t) cot? (t — x) ar} 


- lim {[¢ (x — €) + 6 (z + &)) cote} , z E€ (—1,1). 


(9.10.14) 
而 积分 (9.10.14) 与 Cauchy 主 值 意义 下 的 Hilbert 核 积 分 有 如 下 关系 : 
f 9 (t) cot? (t — z) dt = -2 f $ (t) cot (t — x)dt. (9.10.15) 
=i T J—1 


(9.10.15) 也 可 认为 是 含 二 阶 周 期 核 cot? (t — z) 的 超 奇 异 积分 的 定义 . 为 了 求解 方 
程 (9.10.12), 类 似 (1), 引入 复 平 面 上 的 周期 分 片 解 析 函 数 


] 


dixissem 


[ $ (t) cot (t — z) dt. (9.10.16) 


利用 Hilbert 核 积 分 的 Plemelj 公式 , 即 


1 


1 
A $(t)cot(t—z)dti, -1«zrzc«l. 


$7 (x) = +50 (2 j 
于 是 超 奇 异 积分 方程 (9.10.12) 转化 为 微分 Riemann 边 值 周期 跳跃 问题 
à — W (x) x t (x) 一 E +W (x) x $ (x)—f(x), —l<z<1. (9.10.17) 
为 了 求解 该 微分 Riemann 边 值 周期 问题 , 8 | CFT A RET ERE 


V (z) = à — W (z) i| $ (z), (9.10.18) 
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其 中 , W (z) 可 以 从 满足 边界 条 件 (9.10.13) 的 周期 Riemann 边 值 问题 的 解 获得 , 在 
HK W ( 土 oo0i) 有 界 时 , 有 


W (z) = X (z) (Co tan z + Ci), (9.10.19) 


其 中 , Co 和 C1 是 任意 复 常 数 ， 


X (z) = (tan z + tan j (tan z — tan pou 


取 定 单 值 文 


li t X (z)=1 
M uiui 


于 是 由 (9.10.17) 和 (9.10.18) 得 
t (x) — 7 (x)= f (£), -1«c«l. (9.10.20) 
这 里 Riemann 边 值 周期 跳跃 问题 , 其 解 为 
$(z) — -一 | f (£) cot (t — 2) dt. (9.10.21) 


34 Co 和 Cn 不 同时 为 零 时 , w 


1 1 1/2 
ELO EL + tan 1)? (tanz — tan1 
G (Z) Ko CaTa (tanz + tan 1) ^^ (tanz — tan 1) 


则 (9.10.18) 可 写 为 关于 未 知 函 数 6 (2) 的 一 阶 线性 微分 方程 的 标准 形式 


1/2 
) 


Lg (z) = G(z) 6 (z) — G(z) V (z). (9.10.22) 
TX 
(z) = BL "- G (z) V (z) -js ui "a 十 (9.10.23) 


由 (9.10.16) 和 (9.10.21) 知 当 |z| — oo 时 , (z) = O - ,V(z) 20 - E 
是 任意 常数 C 便 可 确定 . 最 后 考虑 到 (9.10.17) 和 (9.10.23) 便 可 由 (9.10.5) 求 出 


$ (z). 
(3) n - 1 阶 超 奇异 积分 方程 的 封闭 解 (Li,2000) 问题 . 
考虑 n--1 阶 超 奇 异 积分 方程 | 
(x) 十 "e 7 d = f(z), r€(ab), n-212,.-- (9.10.24) 
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及 辅助 条 件 
go) (a) 2 99 (60)=0 j=0,1,...,n—1, (9.10.25) 


其 中 , 假设 $ (x) A n 阶 导 函 数 且 满足 Holder 条 件 . 
方程 (9.10.24) 左 端 的 超 奇异 积分 在 Hadamard 有 限 部 积分 意义 下 存在 , 定义 
为 (Fox , 1957; EIER, 1982) 


" e(t) ws ]l . 9(t) i $ (t) 
| (t— z)* — i (t-r) t aa N dea J 


my £O G) [zar 


— DUE ) =r 
E "0 J: (n J)e? J 


(n) al 
-二 [| 9 (t) Tre (a) (a — T) 也 一 了 


a t- n Dass (n — j) 
—Q? (b) (b — r)" } , x€ (a,b). (9.10.26) 


由 于 (t) 满足 Holder Aft, 所 以 (9.10.26) 右 问 关于 密度 函数 o" (t) 的 
Cauchy 主 值 积 分 存在 . 


由 条 件 (9.10.25) 知 此 时 
[ (t n = z[ P Oa z € (a,b). (9.10.27) 
进一步 , 有 更 方便 的 公式 
[ea 


为 了 求解 超 奇异 积分 方程 (9.10.24), 引入 复 平面 分 片 解析 函数 


D (2) = L— aj ET (9.10.29) 


由 Plemelj 公式 可 将 方程 (9.10.24) 转化 为 微分 Riemann 边 值 问题 


LUC aa B+ (x) — f NL Z $-(z)- f(z), z (a,b). (9.10.30) 


n! dz^ n! dz^ 
为 求解 该 微分 Riemann 边 值 问 题 , 引进 新 的 分 区 解析 函数 


W (z) d 


Pe) = p ZO "o 


Z 8 (z), (9.10.31) 
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其 中 , W (z) 2 (z-a)? (z — b). 取 定 任 一 单 值 分 支 . 
由 (9.10.30) 得 


U*(zx)— V (x)— f(x), Zz € (a,b), (9.10.32) 
于 是 得 到 
p (z) = zi] d Sar (9.10.33) 


然后 由 (9.10.31) RHE 5 (2), 最 后 由 (9.10.5) RH 9 (a). 
(4) 超 奇异 积分 微分 方程 的 解法 (Li,2003). 


考虑 超 奇 异 积 分 微分 方程 
n+k T T b 
E L| gemere rz€(ab), nk-2,-- (9.10.34) 


在 辅助 条 件 

QV (a) 2 9 (b) 20, j—0,1,--.,n-1 (9.10.35) 
下 的 解法 , 其 中 , 已 假定 (2) ELS] n-- k 阶 的 导 函 数 , H 909 (2) 满足 Holder 条 
fft, W (x) 同上 部 分 . 这 里 , 采用 与 上 部 分 相 比 更 直接 的 方法 , 引入 函数 


(z) = [ dt (9.10.36) 


— 2ni],(t— z)*1 ^ 


由 文献 (Fox, 1957) 知 此 时 对 于 积分 (9.10.36), 扩展 的 Plemelj 公式 成 立 , BH 


RR 1P (0 
p= (x) = tg? (x) 十 D | (py dt, x € (a,b). (9.10.37) 


于 是 由 (9.10.37), (9.10.34) 和 (9.10.35) 得 微分 Riemann 边 值 问题 


k k 
mi +W i) t (x) 一 mir — W i) $ (x)= f(x), zr €(a,b). (9.10.38) 


再 引入 一 个 新 的 未 知 函 数 


k 
V(z) = Ins 十 wc) p(z), (9.10.39) 


则 满足 边界 条 件 (9.10.38) 的 边 值 问题 变 为 满足 下 列 边 界 条 件 的 Riemann 边 值 跳 
跃 问题 : 
Vt (rz)— V (zx)— f(x), 7 € (a,b), ; (9.10.40) 


. 268 - 第 9 章 奇异 积分 方程 


"ED ) y 
t 
V (z) = zl Ld (9.10.41) 
由 (9.10.39) 和 (9.10.37) 得 
QU (x) 2 n! [6* (z) — ^ (z)], (9.10.42) 
从 而 
$(x)-— |: IE [Ð+ (x) — 9^ (x)| dz^"--eciz^ + cor"? +--+ en 1E + Cn. 
— 
. (9.10.43) 
例如 , 34 k — 1 Bj, 式 N 10.39) 变 为 
6 (z) = Og $ (z) + 282. (9.10.44) 
其 解 为 
$ (z) — el (W(2)/n!)dz p di z) e—(W(z)/n) dz 十 c) [z + W (z) 72 
e(n!/2)zW (2) (= y (z) [z +W (2)? e (n!/2)zW(z)dz d c) l 
(9.10.45) 


由 (9.10.36) 和 (9.10.41) 知 当 |z| 一 oo 时 , 8 (z) = O (1), V (z)—O (1). 


因此 常数 C 就 可 以 被 确定 , 最 后 由 (9.10.43) 便 可 求 出 (a). 
第 9 章 习 题 
1. 证 明 Cauchy 奇异 积分 方程 
| 2097 21, 0ct«l1 


的 解 为 


$ (t) = < Jei + IED 


其 中 , c 是 任意 常数 . 
2. 求解 Hilbert 核 奇 异 积 分 方程 


60 --z[ $ (7) cot (5^ : Jar sint. 
3. 求解 第 二 类 Cauchy 奇异 积分 方程 
$ (t) = If 2c Part. 


第 10 划 ” 非 线 性 积分 方程 


前 面 章节 主要 讨论 了 线性 积分 方程 , 即 未 知 函数 ol) 不 论 在 积分 写 下 或 积分 
号 外 都 是 一 次 的 , 本 章 主要 介绍 非 线性 积分 方程 . 此 时 , 线性 积分 方程 的 理论 和 解 
法 大 部 分 不 再 适用 , 尤其 非 线性 积分 方程 的 解 的 存在 与 唯一 性 有 符 进 一 步 研 究 , 在 
某 些 特殊 条 件 下 线性 积分 方程 的 某 些 求解 方法 也 可 用 来 求解 非 线性 积分 方程 


10.1. 非 线 性 积分 方程 的 类 型 
非 线性 积分 方程 通常 有 下 列 几 种 类 型 : 


b 
blz) - | Hlz,t ollat = f(a), (10.1.1) 
b 
lé) - | Kle, DAt = f(z) (10.1.2) 
b 
Ge) - | Hiz, t, ét = f(a), (10.1.3) 


其 中 , G 是 关于 一 个 自 变 量 的 已 知 函 数 , H 是 关于 3 个 自 变 量 的 已 知 函 数 , 有 时 方 
程 (10.1.1), (10.1.2) 和 (10.1.3) 分 别称 为 正常 型 、 例 外 型 和 一 般 型 的 非 线 性 积分 方 
程 . 这 些 方程 都 是 第 二 类 Fredholm 型 非 线 性 积分 方程 . 下 面 是 第 一 类 非 线性 积分 


方程 
b 
| His, t, ó(t))dt — f(z). (10.1.4) 
X t>zr if, WR H =0 X K =0, 则 就 有 相应 的 Volterra 型 非 线 性 积分 方程 
ó(z) — | - His, t, d()dt — f(z), (10.1.5) 
Giá) - | Ke, eoa = f), (10.1.6) 
Giá) - | fte, t, oat = f(s) (10.1.7) 


| Hz, t, o (t))dt = f (z). (10.1.8) 


. 270 - 第 10 章 ” 非 线 性 积分 方程 


10.2” 非 线性 积分 方程 解 的 存在 唯一 性 


本 节 利 用 逐次 通 近 法 讨论 非 线性 积分 方程 解 的 存在 唯一 性 . 
定理 10.2.1 对 于 第 二 类 非 线 性 Fredholm 积分 方程 


b 
$(z) - | H(z,t,$ (£)dt = f (2). (10.2.1) 
34 (1) 函数 H (m, t, 9 (£)) 在 zt 的 定义 域 S 和 满足 
A-mxó(t) « A-m (10.2.2) 


的 连续 函数 o (m) 时 是 一 个 单 值 函数 , 其 中 , A, m EA. 
(2) 存在 常数 M,N, 使 得 


H (x,t, oi) < M, (10.2.3) 
|H (x,t, 9i) - H (z,6505)| € N |i — | (10.2.4) 


对 任何 函数 满足 (10.2.2) 的 o; (t) ,9; (t) 成 立 . 
(3) f (zx) YE (a,b) 上 连续 且 存 在 e, 使 得 


A—e&f(z)&A-e, (10.2.5) 
c 4- M (b— a) « m, (10.2.6) 
则 存在 唯一 连续 函数 解 的 充分 条 件 是 
N (b — a) « 1. (10.2.7) 
THÉ JT FRENOS FIEKE AA TI TR PS ESAE: 
$o (x) = f (x), 


b 
óv(z) - f (34 | H (2,t, do (t)) dt, 


b 
$a (2) = f) | Ht 6s (t) dt, 


a 


b 
ós (2) — f (2) 4 | H (2,t, ds. (£)) dt, 
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证 明 ”首先 证 明 收 全 性 . 如 果 有 
$ (xz) = po + (&1 — po) + (62 — $1) +--+ ($n — Ón-1) t^^; (10.2.8) 


由 于 不 等 式 (10.2.5) 和 (10.2.6)， 所 有 逼近 解 满足 条 件 (10.2.2), 然后 由 于 不 等 式 
(10.2.3) 和 (10.2.4), 得 
[和 一 加 < 一 oa)， 
$2— bi|<MN(b—a)’, 


[n ES Pn-1| < MN? (b — a)”, 


因此 在 (10.2.7) 的 条 件 下 (10.2.8) 右 端 的 级 数 绝对 并 一 致 收敛 且 和 函数 也 连续 ， 
就 是 原 方程 的 解 . 
其 次 证 明 唯一 性 . 假设 还 存在 连续 解 $ (z), 当然 也 满足 条 件 (10.2.2), 则 


66) -5lz|= | [H (e460) - H (s.60)]ar < nf lo Œ) - $l dt. 
(10.2.9) 


b 
如 果 


lé (2) - à (2)| < 2m, 


由 不 等 式 (10.2.9) 知 
4 (az) — $ (x)| < 2mN (b — a). (10.2.10) 


将 不 等 式 (10.2.10) 再 代入 不 等 式 (10.2.9) 的 右 端 得 
| (z) — à (z)| < 2mN* (b — a)? , 


重复 这 个 过 程 得 
| (2) - à (z)| < 2mN" (b — a)". 


考虑 到 (10.2.7), 上 式 右 端 极限 为 零 . 于 是 
$ (7) = $ (x) 


类 似 地 可 以 证 明 ， 
定理 10.2.2 ”对 于 带 参数 和 的 第 二 类 非 线 性 Fredholm 积分 方程 


b 
$ (x) 一 | H (z,t, 9 (t)) dt = f (x). (10.2.11) 
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当 也 满足 定理 10.2.1 的 3 个 条 件 时 , 存在 唯一 连续 解 的 充分 条 件 是 A 满足 


, m — E 1 
[A| «min ES i Er (10.2.12) 
原 方 程 就 有 逐次 逼近 解 
b 
bn (2) = f (3) +A| (66. (0) dt 
的 极限 函数 为 其 解 . 
例 10.2.1 对 于 非 线 性 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
0.1 


6G)- | zt |1 + 9^ (t)| dt — z4 1, 


0 
其 逼近 解 为 
$ (x) = 1.13z + 1. 
验证 定理 10.2.1 的 条 件 . 
(1) 有 
1.056 — 0.057 < ¢ (zx) < 1.056 十 0.057, 


于 是 
A=1.056, m = 0.057. 


(2) 对 满足 条 件 (1) 的 函数 有 


2 
zt [1 +? (£)]| < m 


3 
zt (1 +4?) — at (1+ 82)| = ztl (1 + 2) (1 — 62) < 15 ln — 92l; 
TM 2 3 
M-idoy "7100 
(3) 1.056 — 0.056 < f (x) = z + 1 < 1.056 + 0.056, 
0.056 4- . x i < 0.057 
| 100 10 ^ 


所 以 可 取 e = 0.056. 这 些 结果 保证 了 N(b—a)-«1i. 因此 唯一 连续 解 通过 逐次 逼 
近 法 获得 i 
0o — x4 1, 
$1 = 1.01z +1, 
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其 精确 解 为 
9920 — La T 
这 样 , 定理 10.2.1 保证 了 f (x) 在 区 间 (A — €, A +e), 如 果 取 宽度 m 再 比 < 39 
一 些 , 对 于 在 区 间 (A — m, A - m) 上 的 解 , 逐次 逼近 法 从 pole) = f(z) 开始 的 通 近 


解 是 收敛 且 唯 一 的 . 但 是 原 方 程 可 能 还 存在 其 他 不 满足 条 件 (10.2.2) 的 解 . 
如 例 10.2.1 中 的 方程 还 存在 另 一 个 连续 解 


9920 98272000 
p PECES, 


这 里 因为 该 解 不 满足 
1.056 — 0.057 < $ (x) < 1.056 十 0.057, 


"Ae — T A BERR EXNXEDOBXTTZSK AS BJ. 
考虑 非 线 性 Volterra 积分 方程 
p(x) = f(x) + | k(r,t,Q(t))dt, Oxo«T. (10.2.13) 
0 
定理 10.2.83 dX f(x) M k(z,t,u)XEg&,0«t«z«T H -œ<u< œ, H 
核 满 足 Lipschitz 条 件 , Bl |k(z,t,y) — k(z,t,z) < Lly- zl, RF D 5E z,t,y Mz E 
K, 则 方程 (10.2.13) 对 所 有 有 限 T 有 唯一 的 连续 解 . 
证 明 ”逐次 迭代 
pn(T) = f(x) 十 | k(z,t,ó, i1(t))dt, olz) = f(x). ` (10.2.14) 
方程 (10.2.14) 减 去 一 个 用 n — 1 RË n 的 类 似 方程 得 


pn(7) — ón-1(x) = | (k(z, t, 01(t) — k(x, x, pn_2(t))}dt. 


令 
Qu(x) i pn (x) RE $4 -1(2), polz) T= f(x), (10.2.15) 
Ju 
Pn(T) = ` qi(z) 
1—0 
且 


lex(z) = L| losa (bI dt. 
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did F(Lzy^ 
[72631 mm m 


F= max |f(z)|, 


OxrzT 


所 以 es (x -Yala 当 n oo 时 收敛 于 极限 函数 ol), H. %(z) 是 一 个 连续 函 


数 , 现 证 明 该 (2) WERI, 即 是 原 方程 的 解 . 
设 
p(z) = ó«(x) + An (7), 
由 (10.2.14) 知 


ola) — An(®) = f) + | Elat, (0) - An (dt 
于 是 
6(z) - f) |. klet edt = As (x) |. (2,600 — A«-1(0) — ke,t, 90) 
考虑 Lipschitz 条 件 , 则 


(x) — f(z)— | k(x,t eet < |As(x)| + Ez | As-4ll, (10.2.16) 


Oxt«r 
(10.2.16) 左 端 可 以 要 多 小 有 多 小 , 故 满 足 ox) = f(x) | k(z,t,9(t))dt, 即 是 方程 
(10.2.13) 的 解 . 
为 证 其 唯一 性 , 可 设 有 另 一 连续 解 (x), 则 


其 中 , ||An_il| = max |An_1(t)|， 但 是 lim |4n(z)| = 0, 当 n 充分 大 且 不 等 式 


ibit | (k(z, t, $0t)) — k(z, t, à(£)))dt, 


és) -à(z)| < £ | e(t) — BCE at. (10.2.17) 
因为 [o(z) — à(z)| 一 定 是 有 界 的 , 所 以 存在 B, 使 得 
ld (a) - é(z) « BLa. (10.2.18) 
再 重复 将 (10.2.18) 代入 不 等 式 (10.2.17) 得 


$e) - à (z) < per 
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对 任何 正 整 数 n 成 立 . 于 是 (2) = ó(z). 
例 10.2.2 考察 非 线 性 积分 方程 


dide TN sin(x — t) 


o 1c $*(t) " 


的 解 存在 唯一 性 . 
先 检 验 是 否 满足 定理 10.2.3 的 条 件 , 设 工 为 一 常数 , 观察 不 等 式 


I^ —-z^| < Lly- zl, 


即 
Iy * z| & L. 


但 明显 地 对 任意 的 变量 y 和 z 是 不 可 能 成 立 的 , 于 是 原 方 程 不 满足 定理 10.2.3 的 
Lipschitz 条 件 . 但 对 原 方程 两 端 关 于 z 求 寻 得 


bi(z) = (x), $0)=1. 
由 此 得 出 其 解 为 


1 
E « 1, 
plx) TE 0zrc« 


即 原 方程 在 区 间 0 < z «1 内 存在 一 个 解 , 但 在 此 区 间 外 无 解 . 

一 般 , 有 如 下 定理 : 

定理 10.2.4 考虑 方程 (10.2.13) 中 f(z) 在 0< zxz<T 上 连续 , 假设 存在 常 
数 o, B, L, 使 得 

(1)a« f(z) «x8,0€z«T; 

(2) 对 所 有 的 0<t<zsgsT 和 a <w<B, 核 k(x,t,w) 对 所 有 的 变量 连续 ; 

(3) 对 所 有 的 0<t<zsgsT 和 a <y<pb,a<z<pP, 该 核 满足 Lipschiz 条 件 


Ik(z,t,y) — k(z,t,z) < Lly— zl, (10.2.19) 


则 存在 一 个 6 > 0, 使 得 方程 (10.2.13) Æ 0 < a < 6 上 有 一 个 唯一 的 连续 解 . 
WERA (1) 和 (2). 能 找到 一 个 常数 C, 使 得 


| |k(z,t, f(t))|dt < Cz, O&zc«T, (10.2.20) 
0 
然后 选取 一 个 函数 d, 使 得 


a < f(r)— Cde? < f(x) < f(z) - Cde^ < B, 0«z«T. (10.2.21) 
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这 是 因为 (1) 是 严格 不 等 式 , 所 以 式 (10.2.21) 总 是 成 立 . 
4 ô= min(d, T). 定义 和 (10.2.14) 及 (10.2.15) 中 一 样 的 dn 和 pn, 利用 归纳 

法 来 证 明 . 34 m = 1,2,..- Hj, 
a < $ó«(x) < B, (10.2.22) 
n—l4n 
n! ' 


les (z)| < c^ (10.2.23) 


万 ?一 工人 


i! 


bn(z) — f(z)| < c , (10.2.24) 
假定 不 等 式 (10.2.22)(10.2.24) 对 1,2, … ,n — 1 成 立 , 则 
Ien(z)] =|0n (2) — n-1(7)| 


再 由 Lipschitz 条 件 


| ke,t, bn-1(D) ~ Ks bn-2()dt <L | pn1(0) -na(Olat 


0 0 


n—1l,.n 


^ pue 
esl < L|. lpn-ilDlat < — 7, 
0 n 


即 不 等 式 (10.2.23) 满足 


«(x = FO = (of to 
a - JG) lese) & c5 Lr ee 


2 二 1 


n! 


即 不 等 式 (10.2.24) 满足 . 最 后 由 于 


由 (10.2.20) 和 (10.2.24) 知 a < 加 (z) < B. 
当 n=1 时 , |91(7x) — f(z)| = 


| k(z, t, f (t < Cz. 于 是 (10.2.22) RI (10.2.24) 
0 


满足 ， 同 样 p(x) = 91(7x) - flz) 及 (10.2.23) 当 n = 1 时 满足 这样 证 明了 当 
0 <7z<6 时 , 对 所 有 的 n 有 a < 如 (z) < pB, 剩 下 的 证 明 完 全 类 似 定理 10.2.3. 
例 10.2.3 考虑 非 线 性 积分 方程 


ó(z)-1- | Ad (10.2.25) 


10.2” 非 线性 积分 方程 解 的 存在 唯一 性 277 - 


在 0< z < 1 内 的 解 , 如 果 取 — E, p = 2, 则 定理 10.2.4 的 条 件 (1), (2) 满足 , 当 
0<z<1 时, | eztdt < ez, 则 不 等 式 (10.2.20) 满足 且 C = e. 
0 
"E 1 
当 5 <y<2 和 和 porum 


e e 


y 


1] 1 
< 


<e 


= 
z 


于 是 不 等 式 (10.2.19) 中 的 L 可 以 取 成 4e， 因 此 应 该 找到 d > 0, 使 得 - £d 
ede^** < 2. 估计 d —0.07 时 满足 上 不 等 式 , 所 以 得 出 结论 (10.2.25) Æ 0 < x < 0.07 
上 有 唯一 解 . 
定理 10.2.5 “对 于 带 参数 和 的 第 二 类 非 线性 Volterra 积分 方程 
o (x) 一 af H (z,t, o (t)) dt = f (x), (10.2.26) 
假设 f (a) 在 定义 区 间 (a,b) 上 连续 , 函数 H (m, t, u) 在 区 域 


ax«z&b, axt&z, p&uxq (10.2.27) 


上 有 定义 且 对 所 有 变量 连续 . 此 外 p < mi <m <q, 其 中 , m Mm 分 别 记 
函数 f (z) 的 下 确 界 和 上 确 界 . 假设 H (z,t,u) 在 区 域 (10.2.27) 上 满足 关于 u 的 
Lipschitz 条 件 


|H (z,t,u1) — H (x,t,u2)| < K |ui — u2|, (10.2.28) 
其 中 , K 是 一 个 正常 数 . 则 当 
, mı—a b — m» 


其 中 M 是 函数 H 的 上 确 界 . 原 方程 就 有 逐次 逼近 解 
$ (x) = lim Qn (x) ? 
i bic fle af H (zt, ds. 1 (0) dt 


且 此 解 唯一 . 
证 明 ”收敛 性 . 由 条 件 (10.2.27) 和 (10.2.28) 知 


lós (2) — dna (2)] « K A | TAE EE 
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RẸ 


-aSK | ld: (4) — do (| dt « K IA - Ip — ql Iz — al, 


Nu 2 
ga (z) — d» (z)| < K? JA? [p — ql E 


413 
pa (2) és (2)1 < K* AP Ip — al 2^, 


n—i 
n-1 |z — aj 


[Øn (£) — pn-1 (x)| < Ip — ql |kA TNVM 


从 而 当 满 足 条 件 (10.2.29) 时 , 级 数 
do (1) + ($1 — do) + ($2 — $1) +-+- + (pn — ó1) +- 


绝对 且 一 致 收敛 . 
唯一 性 同上 可 证 明 . 


10.3” 非 线性 积分 方程 的 逐次 晕 近 解法 


上 节 在 定理 的 证 明 过 程 中 , 给 出 了 非 线性 积分 方程 逐次 逼近 解法 的 求解 过 程 . 
本 节 将 通过 实例 演示 逐次 逼近 解法 求解 非 线 性 积分 方程 的 具体 过 程 . 

例 10.3.1 求 非 线 性 Fredholm 积分 方程 

plo)= | (s+ eat 
0 

的 二 次 近似 逐次 通 近 解 . 

E 原 方 程 有 平凡 解 $9 (z) = 0, 又 由 于 定理 102.1 的 3 个 条 件 满 足 , 所 以 原 
方程 一 定 存 在 唯一 的 一 个 连续 逼近 解 . 

W po (z) =c, c 0, Æ c — 0, RU EARN AA 


1 
0 


ó (2) — | (z +t)? à. , (t) dt 


1 1 1 
| cda = | às | (x 4- t)? cdt 
0 0 0 


10.3” 非 线性 积分 方程 的 逐次 通 近 解法 


D- 

m 

E 
~ 

| 
e I 
(m 

十 

h 

edo 
ATTN 
-1| CO 
e 
N 

-» 

C 

Il 
ATTN 
-1| oc 
NS 
ZTN 

R 

N 

十 

R 

十 

| 
NLA 


二 次 近似 解 


2 rv 2 2 
no (5) Lero (e) a- (CY (ao 


例 10.3.2 ”利用 逐次 逼近 法 求解 非 线 性 Fredholm 积分 方程 
0 (x) = [ rto” (t) dt — Ža +i; 
R ”利用 迭代 公式 
6.0) = [aita (Wat etn 2 
0 


12 
如 果 取 o (z) = 1, 则 逐次 远近 解 为 


pı (x) = 1 + 0.083z, 4$2(z)—1-40.14z, ó$sg(z)-—1-0.18z,.-- 
08 (x) zl 0.277, $9 (x) 一 上 十 0.267, $10 (x) = 1+ 0.29, iie 


: 279 . 


383 
378 


bie (£) =1+0.318z, p17 (7)=1+0.321z, pig (7) = 1+0.3237,..- 


事实 上 , 该 方程 可 用 10.6 节 的 方法 求 得 精确 解 
1 


例 10.3.3 利用 逐次 遏 近 法 求解 非 线性 Volterra 积分 方程 
[1+8 (t) 
$ (x) = | T+ dt. 


解 ” 利 用 迭代 公式 
"1-4 9$ (t) 


On (z) E | aE t? 

如 果 取 go (x) = 0, RUE DOBLE A 
dı (x) -| T = arctanz, 
-[ 1 + arctan? t 


dt t PE. rctan? z 
— arctan z + — arc 
o Lpr 3 l 


$2 (x) 


2 
1 
„l+ (arctan: + = arctan? ) 
EN CONUM SUNT 


$s (2) -| 142 


1 3 4 5 10 7 
— arctan x + 3 arctan? x + 7 arctan? zt + 7g arctan' z. 


) 
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继续 该 过 程 , 当 n 一 co HT, 
pn (x) 一 tan (arctan z) = z. 
事实 上 , 原 方程 可 用 10.6 节 的 方法 求 出 其 精确 解 为 
o (z) = z. 
例 10.3.4 — 求 非 线性 的 Volterra 积分 方程 
ġ (x£) = | t$? (t) — 1]|dt 

的 三 次 逐次 逼近 解 . 

f ”利用 和 迭代 公式 

6) = | [1.0 - at 

如 果 取 po (z) = 0, 则 得 逐次 逼近 解 


hie | Cn 
$2 (x) = | (& - 1)dt 一 一 和 + at, 


E la ls,, " la la l | 10 
ta(z) - | t (set 5! +e) at= Z 十 了 2 147 + 160? . 


10.4” 非 线性 积分 方程 与 非 线 性 微分 方程 的 联系 


在 第 3 章 、 第 4 章 发 现 线性 Fredhlom 积分 方程 和 线性 Volterra 积分 方程 , 可 以 
与 某 些 线性 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 的 边 值 问题 互相 转化 , 对 于 非 线性 Fredhlom 
积分 方程 和 非 线 性 Volterra 积分 方程 , 也 可 以 与 某 些 非 线性 常 微分 方程 或 非 线 性 偏 
微分 方程 的 边 值 问题 互相 转化 . 这 也 提供 了 一 种 借助 非 线 性 微分 方程 的 理论 研究 
非 线性 积分 方程 的 解法 . 
例 10.4.1 对 于 给 定 的 非 线 性 微分 方程 
5 = ga (10.4.1) 
IRR T 
$ (a) = $a, (10.4.2) 


10.4 非 线性 积分 方程 与 非 线 性 微分 方程 的 联系 .281 . 
通过 积分 得 
$(z) — da 4 | H (9 (t) ,t)dt, (10.4.3) 


Jj T£ (10.4.3) 便 是 一 个 Volterra 型 的 非 线性 积分 方程 . 
反 过 来 , 方程 (10.4.3) 通过 将 z = a 代入 可 得 初始 条 件 (10.4.2) 和 方程 两 端 对 


z 求 导 可 得 方程 (10.4.1). 
例 10.4.2 Riemann 问题 , 即 非 线 性 偏 微 分 方程 
0^u 
a3; =H (ust), (10.4.4) 
边界 条 件 为 
u(a,t) -h(t), wu(r,b)-—k(x), h(b)-—k(a), (10.4.5) 
则 通过 累 次 积分 得 
bius | dé | H (u (£,9) EE E (£ 4- K (2) 4- K (a). (10.4.6) 


这 就 是 一 个 Volterra 型 的 非 线性 积分 方程 . 反 过 来 , 将 r= a, t = b 分别 代入 方程 
(10.4.6) 得 边界 条 件 (10.4.5) 和 对 m, t 分 别 求 偏 导 可 得 方程 (10.4.4). 
例 10.4.3 ”求解 非 线 性 Volterra 积分 方程 


ó (z) + | (z —t)" H (t,  (t))dt = f (z). (10.4.7) 
解 ”对 方程 两 端 关 于 z 求 n 填 1 次 导数 , 可 得 n 十 1 阶 非 线性 第 微分 方程 
n 十 1 T n4-1 T 
ME A: ) +n!H (z,$) — Mir 4: - 0. (10.4.8) 
将 z = a 分别 代 入 方程 10.4.7) 及 求 导 后 的 各 方程 可 得 初始 条 件 
$(a)—f(a),  (a)=f (a), =, e"(a)- f" (a), (10.4.9) 
即 非 线 性 积分 方程 (10.4.7) 转化 为 非 线性 常 微分 方程 边 值 问题 (10.4.8) 及 其 初始 条 
件 (10.4.9). 
例 10.4.4 求解 非 线 性 Volterra 积分 方程 
由 (Z) 十 | cos (A (x — t)) H (t, (£))dt = f (z). (10.4.10) 


BE ”对 方程 (10.4.10) 两 端 关 于 r 求 两 次 导数 分 别 得 


d! (z) + H (z,6(z)) — af sin (À (x — t)) H (t,¢ (t))dt = f' (£), (1.411) 
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d" (z) + [H (z, à (z))], — A? | cos (Mz — 0) HG GO) = f(z). (10.4.12) 
于 是 由 方程 (10.4.10)—(10.4.12) 得 


$” (z) + [H (z, 9$ (z))], + Mo (£) — A f (z) = f" (z). (10.4.13) 
令 z=a 代 入 方程 (10.4.10) 和 (10.4.11) 得 初始 条 件 
$(a)— f(a), d$ (a)- f (a) - H (a, f (a)), (10.4.14) 
即 非 线性 积分 方程 (10.4.10) 转化 为 非 线 性 常 微分 方程 边 值 问题 (10.4.13) 及 其 初始 
条 件 (10.4.14). 
例 10.4.5 ”求解 非 线 性 Fredholm 积分 方程 
b 
(x) 十 | sin (A |z — t|) H (t, 9 (t)) dt= f (x). (10.4.15) 
解 ” 原 方程 (10.4.15) 可 写 为 
r b 
$ (x) +] sin (À (z -6)H (toO) + | sin (A (t — z)) H (t, 9 (t)) dt = f (x). 
! | (10.4.16) 


方程 (10.4.16) AMAF z 求 寻 两 次 得 
9" (z) 4- 2AH (x, 0 (z)) — M | sin (A (x — t)) H (t, $ (t)) dt 
EDV [ sin (A (t — z)) H (t, ¢ (t)) dt = f" (z). (10.4.17) 
由 方程 (10.4.16) 和 (10.4.17) 消去 积分 项 得 
9" (z) + 2AH (x, ¢ (z)) + Mo (z) = f" (z) + A f (z). (10.4.18) 
分 别 令 z — a Ñ z=。 代入 方程 (10.4.16) 得 


b 
y (a) + | sin (A (t= a)H (t, p (£)) dt = f (a), 
i (10.4.19) 


b 
y (b) + | sin (A (b — t))H (t, 6 (0) dt = f (b). 


从 方程 (10.4.18) RE Hz, 9), S v (2) = 6 (x) — f (x), 利用 分 部 积分 法 , X 
始 条 件 (10.4.19) 可 变 为 


sin (A (b — a)) v' (b) — Acos (A (b — a)) v (b) = Av (a), 


| | (10.4.20) 
sin (A (b — a)) vy (a) + Acos (A (b — a)) v (a) = — ày (b), 
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即 非 线性 积分 方程 转化 为 非 线性 微分 方程 边 值 问题 (10.4.18) 及 其 初始 条 件 (10.4.20). 
f| 10.4.6 ”求解 非 线 性 Fredholm 积分 方程 
p(x) 十 f eòl2—-ti H (t, (x))dt = f (£), a<z<b. (10.4.21) 


解 ” 原 方程 可 写 为 
(z) 4- | e^7—-9 H (t, $ (z)) dt 十 [ e^Xt-9 H (t,o (z)) dt = f (a). (10.4.22) 
Jj T£ (10.4.22) 两 端 对 r 求 导 两 次 得 
o" (z) + 2AH (z, o (z)) +A?” | e^779 H (t, 9 ()) dt 


十 入 f eòt-2) H (t, 9 (z)) dt = f" (z), (10.4.23) 


方程 (10.4.22) 和 (10.4.23) 中 消去 积分 项 得 二 阶 常 微分 方程 
9" (z) +2AH (z,Q (z)) — Mo (x) = f" (z) — Mf (a). (10.4.24) 


分 别 令 z =a, x =) 代入 方程 (10.4.22) 得 


b 
$ (a) He” | e" H (z, ó (z)) dt = f (a), 
i (10.4.25) 


b 
$ (b) 4 e» e" H (2, ó (2)) dt — f (b). 


从 方程 (10.4.24) PRHE H (2,9) 代入 (10.4.25), $ y (zx) = (x) — f (x), 通过 
分 部 积分 便 得 
Vj" (a) + Av (a) — 0, 
V (b) + Av (b) = 0, 
即 非 线性 积分 方程 (10.4.21) 转化 为 非 线性 常 微分 方程 边 值 问题 (10.4.24) 及 其 初始 
条 件 (104.26). 


(10.4.26) 


10.5“ 非 线性 积分 方程 的 退化 核 解法 
(1) 考虑 第 二 类 Hammerstein 齐 次 方程 


b 
side | K (z,t)G (t, 9 (£)) dt. (10.5.1) 
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假设 核 K (z,t) 是 退化 的 , 即 
KG, Yo (0) h (0): 
则 方程 (10.5.1) 可 写 为 
(x) = ` gi (a) [ hi (2) G (t, $ (2)) dt. (10.5.2) 


如 果 记 
4=| hi (t) G(té(z)di, i-1,2,3,-.. ,m, 


则 由 (10.5.2) 可 知 方程 (10.5.1) 的 解 具有 形式 
$ (z) = » , Aigi (2). (10.5.3) 


将 (10.5.3) 代入 原 方程 可 以 得 到 关于 未 知 数 4;,i = 1,2,3, ,m 的 n 阶 超越 方程 
组 
A; = P; (A1, Ai1,:… , A1), (We (10.5.4) 


例如 , 34 G (t, 9) 是 一 个 关于 9 HEMARA, BE 
G (t, 9) = Po (t) + Pi ++ Pa (t) o”, Po(t), Pi (t), , Pa (t) ZERRA, 


则 超越 方程 组 就 变 成 了 一 个 关于 A,A A3, Am 的 非 线性 代数 方程 组 ， 方 程 
(10.5.2) 的 解 的 个 数 与 方程 组 (10.5.4) 的 解 的 个 数 相同 . 
(2) 考虑 具 退 化 核 的 第 一 类 Urysohn 方程 


TOR) 


? 9i (2) fi (t, 2) dt = h (x). (10.5.5) 
由 上 面 内 容 可 知 方程 (10.5.5) 的 解 具 有 形式 
$ (z) = h (z) + 3 Nig; (£) . (10.5.6) 


将 (10.5.6) 代入 原 方程 可 得 关于 入 ,i = 1,2, n 的 代数 方程 组 


b m 
am] fm C) dt=0, m-—1,2,--,n. 
x 1 一 1 
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如 果 求 出 和 ,i = 1,2,… n, 则 代入 (10.5.6) 便 得 原 方程 (10.5.5) 的 解 . 


Di 10.5.1 求解 非 线 性 积分 方程 
1 
$ (x) = | rto? (t)dt. 
0 
解 ” 由 上 面 内 容 可 知 设 方程 (10.5.7) 的 解 具 有 形式 


$ (x) = AAz, 


1 
A= | t9? (t)dt. 
0 
将 (10.5.8) 代入 (10.5.9) 得 
A= | t? A?t? dt, 
0 
RU 
A= 72 
34 A > 0 时 , 方程 (10.5.10) 有 3 个 根 


5 \ 1/2 5 \ 1/2 
A =0, Æ = £3 j A3 = — 63 


因此 当 入 > 0 时 , 原 方程 (10.5.7) 相应 的 有 3 个 解 


aozo eo-(S) s 和 四 =- 人 (总 ) = 


当 和 < 0 时 , 原 方程 只 有 平凡 解 . 
例 10.5.2 “求解 方程 
6() - | 9 (ng (WoC) sin E dt, 
其 中 , g(x) > 0, x € [0,1]. 
E ”由 上 面 内 容 可 设 原 方程 (10.5.11) 有 解 


$(z) = Ag (2), 


= A-[ g (t)9 (t) sin EAE dt. 
将 (10.5.12) 代入 (10.5.13) 得 


1 
L= | g^ (t) dtsin A. 
0 


(10.5.7) 


(10.5.8) 


(10.5.9) 


(10.5.10) 


(10.5.11) 


(10.5.12) 


(10.5.13) 


(10.5.14) 
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于 是 当 | g?2 (tdt > 1 时 , 由 于 反正 纺 函 数 的 多 值 性 ,4 有 无 穷 个 根 , 所 以 原 方程 


(10.5.11) 有 无 穷 个 解 . 特别 当 [ g? (t) dt = 1, A = 2kn + 7k = 0, 土 1,…, 原 方 程 
0 
(10.5.11) 有 无 穷 个 解 


p(z) = (2kn- Z) g(2), k=0,+1,.. 
= Í g* (t) dt < 1 Rf, JÆ (10.5.14) 无 根 , 因而 原 方程 (10.5.11) 无 解 . 
0 


10.6 ”特殊 非 线性 积分 方程 的 特殊 解法 


对 于 某 些 特殊 类 型 的 非 线 性 积分 方程 可 以 用 比较 简单 的 方法 直接 求解 . 
例 10.6.1 求解 正常 的 非 线 性 Fredholm 积分 方程 


1 
$ (x) — 60 | zte? (t) dt = 1 + 20x — z*. (10.6.1) 


BE ”比较 方程 (10.6.1) 两 端 , W ¢ (2) — a 十 bz 十 cr? 是 原 方程 解 的 形式 , 将 其 
代入 原 方程 (10.6.1), 并 比较 关于 r 的 多 项 式 的 系数 , 可 得 


a=1, c=—1, 
1 2 1 2 


b — 60 (3 * gb jb- 2 sg) —-20—b--1. 
于 是 得 到 原 方程 (10.6.1) 的 解 
$(r)-—1-z-az*. 
8| 10.6.2 ”求解 正常 的 含 参数 的 非 线 性 Fredholm 积分 方程 
ó(z)—A [ zt(1 + d? (t))dt 2 z 4 1. (10.6.2) 


解 ”比较 方程 (10.6.2) 两 端 , 可 设 其 解 具有 形式 


$ (7) = az 十 1|. 
将 其 代入 原 方程 (10.6.2), 得 关于 a 的 代数 方程 
+ (3 = ) a 4- (A 1) — 0. (10.6.3) 
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2 
24 A(A-1)— (5A 一 ) « 0 时 , 此 时 代数 方程 有 实 根 , 即 -4.6 < A < 04. 
一 般 情况 下 , 方程 (10.6.2) 有 两 个 不 同 的 解 , 如 入 = -1 时 , 由 方程 (10.6.3) 可 
得 c=0 或 = -二 于 是 原 方程 (10.6.2) 有 解 


$(7)=1 
- 20 
例 10.6.3 ”求解 例外 型 的 非 线 性 Fredholm 积分 方程 
p (x) 一 [ zt (t)dt = 4 + 10z+ 9z*. (10.6.4) 
0 
R ”观察 方程 (10.6.4) 两 端 , 可 设 原 方程 解 具 有 形式 
(x) = az + b, 
将 其 代入 方程 (10.6.4) 并 比较 系数 后 可 得 
b? = 4, 
b a 
2ab — (5 Es 3 — 106, 
a? — 9. 
3 个 方程 同时 满足 的 解 为 a = 3, b = 2, 所 以 原 方 程 有 解 
$ (x) = 3x +2. 


8) 10.6.4 ”求解 例外 型 含 参数 的 非 线性 .Fredhom 积分 方程 
$^ (x) — A [ rtp (t)dt = r° + 1. (10.6.5) 
解 ” 类 似 上 例 可 设 原 方程 (10.6.5) 的 解 具 有 形式 
$ (7) = az -- b. 
将 其 代入 方程 (10.6.5), 并 比较 多 项 式 系 数 得 | 


a?—], b=1, 
Amo _ 
a/3 + b/2 
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于 是 a = 1, b= 土 1, 则 相应 入 = 12, +5. 
因此 原 方 程 当 入 = 12 时 , 有 解 

olr) =r 
当 入 = -12 时 , 有 解 

$(r)—-—rz-41, 
当 入 = 二 时 , 有 解 

小 (Z) 三 2 了 十 | 
当 入 = -二 时 , 有 解 

$(z)- -z- 1. 


例 10.6.5 求解 一 般 型 非 线 性 Fredhom 积分 方程 


2 
p° (x) +] 9? (t)dt = z^ — 2x — 1. 
0 


解 ”观察 方程 (10.6.6) 两 端 , 可 设 其 解 有 形式 


Q(x)-x-4 b, 
代入 原 方程 并 比较 系数 得 
b= —1 
于 是 原 方程 (10.6.6) 的 解 为 
$(r)-—z-1l. 


例 10.6.6 ”求解 正常 型 非 线 性 Volterra 积分 方程 


66)- | (tt né Qa-1-2- 5 


解 ”观察 方程 (10.6.7) 两 端 可 设 原 方程 解 有 形式 
$ (x) =a, 
代入 并 比较 系数 得 


于 是 求 得 原 方 程 (10.6.7) 的 解 


2 


(10.6.6) 


(10.6.7) 
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例 10.6.7 求解 例外 型 非 线 性 Volterra 积分 方程 


à? (a) — | (z— t)ó (t) dt — -57 4 jt 3d (10.6.8) 


BE ”观察 方程 (10.6.8) 两 端 可 设 原 方程 解 有 形式 
$ (x)- ax +b. 


将 其 代入 方程 (10.6.8) 并 比较 系数 后 可 得 


因此 , 原 方程 (10.6.8) 有 解 
$(r)-—z-41l. 


10.7” 非 线 性 积分 方程 的 积分 变换 解法 
本 节 运 用 Laplace 积分 变换 法 求解 非 线 性 卷 积 型 Volterra 积分 方程 


(x)= f (x) raf eoe (x — t) dt. (10.7.1) 
在 方程 (10.7.1) P9 1EH] Laplace 变换 , 并 运用 Laplace 变换 卷 积 的 乘积 定理 
$ (s) — F(s) - Ao (s) (s), 
BẸ 
A9? (s) — ó (s) + F (s) — 0. 
求解 此 关于 0 (s) 的 二 阶 代数 方程 得 


bins 1 € 4/1-A4AF (s) 


2A 


然后 利用 Laplace 逆 变 换 求 出 原 方程 (10.7.1) 的 解  (z). 
例 10.7.1 求解 第 一 类 非 线 性 卷 积 型 Volterra 积分 方程 


[ DY dis T. (10.7.2) 
0 6 


解 ” 利 用 上 面 的 类 似 过 程 得 
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B 


于 是 通过 Laplace 逆 变 换 求 出 原 方 程 的 解 
$(z)=z 或 g(z)= -7 


将 它们 代入 原 方程 (10.7.2) 验证 均 为 其 解 , 即 方程 (10.7.2) 的 解 不 唯一 . 

更 一 般 地 , 类 似 地 可 以 用 Fourier 变换 求解 第 一 类 , 第 二 类 非 线性 卷 积 型 Fred- 
holm 积分 方程 . 

例 10.7.2 ”求解 第 一 类 非 线性 卷 积 型 Volterra 积分 方程 


| p(x — t) (t)dt Az", m»-1. (10.7.3) 
解 DE (10.7.3) 两 端 作用 Laplace 变换 , 考虑 到 
L[r^] =T (m--1)s-7-!, T(m) Ær 函数 ， 
得 到 
$^ (s) = AT (m + 1) s 7. 
于 是 


mm 十 1 


$(s) —-XADl(m-l)s ?. 
由 Laplace 352535 £3 75 fz. (10.7.3) 的 解 为 
6(2) - - VAL (nt D gi gp qq) c VALUED) mg 


T(m + 1)/2) I ((m-4-1)/2)" 
还 可 用 Mellin 变换 求解 非 线 性 Fredholm 积分 方程 . 
例 10:7.3 ”求解 非 线 性 Fredholm 积分 方程 


uó (z) — JN -4 (2)eat = f (2). (10.7.4) 
解 ”方程 (10.7.4) 两 端 作用 Mellin 变换 , 并 考虑 到 卷 积 定理 得 
n9 (s) - A9" (s) = F (s), 
从 而 


B X 4/u^ — 4AF (s) 
99)-— 3 ^ 


再 利用 Mellin 逆 变 换 就 可 求 得 方程 (10.7.4) 的 两 个 解 . 
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利用 Mellin 变换 还 可 求解 如 下 形式 的 非 线 性 Fredholm 积分 方程 : 
例 10.7.4 求解 方程 


$ (7)— af t? (xt) o (t)dt = f (x). (10.7.5) 
解 “方程 (10.7.5) 两 端 作用 Mellin 变换 得 
$(s)—Ae(s)ó(1—s--8)-— F(s), (10.7.6) 


如 果 将 s 由 1 一 s 十 6 T, (10.7.6) 变 为 


$(1—s48)—Aó4(s) 6(1—-s+6)=F(1—s+p). (10.7.7) 
方程 (10.7.6) 和 (10.7.7) 中 消除 乘积 项 得 
$(s—F(s)—-óó(l—s-c-8)—F(1—s-f), (10.7.8) 


由 方程 (10.7.8) 求 出 0 (1— s-- 8) 的 表达 式 , 再 代入 方程 (10.7.6) 得 
A2? (s) — [1 + F (s) - F(1— s + 8)] 6 (s) + F (s) = 0. (10.7.9) 


如 果 从 关于 0 (s) 的 二 阶 线性 代数 方程 00.7.9) HRH 0 (s), 便 可 利用 Mellin 3f 
变换 求 出 原 方程 (10.7.5) 的 解 (a). 


10.8” 非 线性 积分 方程 的 数值 积分 解法 


通常 有 些 求解 线性 积分 方程 的 数值 解法 可 用 来 求解 某 些 非 线 性 积分 方程 . 例 
如 , 求解 下 列 非 线 性 Volterra 积分 方程 : 


$ (x) 一 | (zt — 1)9* (t) dt = 一 一 A 一 g — q^ +1. (10.8.1) 


对 于 该 方程 可 利用 10.6 节 的 特殊 方法 求 得 其 精确 解 为 
$ (rz)=Zz+1. 


现在 利用 Newton 数值 积分 公式 给 出 方程 (10.8.1) 的 数值 解 . 取 步 长 为 h = 0.1, 
id ọ (x) 在 点 0.0,0.1,0.2,0.3, --- 处 的 值 为 


由 原 方程 (10.8.1) 知 当 z = 0 时 , $(0) = po=1. 
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4 z — 0.1 代入 方程 (10.8.1) 并 用 Newton 数值 积分 公式 , 将 方程 中 的 积分 项 
变 为 和 式 得 


$1 一 (3 x1xdóàá- z x 101x t) x 0.1 = 0.9891. 
求解 这 个 关于 pı 的 二 次 代数 方程 得 
$i = 1.1010 或 $1 = 18.4020. 
令 Z=0.2, 同上 步骤 得 关于 po 的 二 次 代数 方程 
$2 一 (s x 1x gê + +Í x 102x g? + TIU) x 0.2 — 0.9521. 


当 91 = 1.1010 时 得 加 = 1.2019 或 加 = 27.6442. 当 91 = 18.4020 时 得 如 = 
15 x 11i, EEK, BEE 册 = 18.4020. 
4 z 二 0.3, 再 同上 步骤 得 关于 未 知 数 ps 的 二 次 代数 方程 


1 
$3 — z (LX 1x 13x 103 x 1 +3 x 1.06 x $3 + 1.09 x $3) = 0.8815. 


34 $9 = 1.2019 时 得 到 ps = 1.2722 或 ya = 23.1926. 24 如 = 27.6442 时 得 到 的 da 
是 复数 合 去 , NEE 加 27.6442. 类 似 地 重复 此 过 程 , 最 后 得 到 原 方程 (10.8.1) 
Has VT UI 10.1. 


表 10.1 3EZRTEBU 7; EE (10.8.1) 的 逼近 解 与 精确 解 比较 
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1. 利用 函数 逼近 法 求解 下 列 非 线 性 Fredholm 积分 方程 : 


$ (x) = [ zt [o (£)]? dt — 3x + 2. 


2. 利用 函数 逼近 法 求解 下 列 非 线性 Volterra 积分 方程 : 


6G) - | («o lec ats. 


T EUA 精确 解 绝对 误差 相对 误差 
0.0 1.0000 1.0000 0.0000 0.00% 
0.1 1.1010 1.1000 0.0010 0.09% 
0.2 1.2019 1.2000 0.0019 0.16% 
0.3 1.2722 1.3000 —0.0278 2.14% 
0.4 1.3875 1.4000 —0.0125 0.89% 
0.5 1.4844 1.5000 —0.0156 0.10% 
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3. 将 非 线 性 振动 方程 
2 

于 t nó (x) + ag (6 x = f (x), 

p (0) =o, (0) = 
转化 为 非 线性 Volterra 积分 方程 . 
提示 : 令 = = $, fif 

L 
$ (2) 4- n^ i (x — t) 8 (t)dt + ġıx + to| 
0 
c ag (| (Z — t) D (t)dt + piz do | (dte ài) cro. 
0 0 


4. 求 下 列 积分 方程 的 二 次 近似 解 : 


mec -[ t 
e = | d 


(3) $ (£) = af [1 + zø? (t)] dt + z; 

4) e()-| vi*e at 

Or | tsing (dte -— 
()6()-| POHA] 
0 &*() - - | sme - 060a 65 
&)e-| c-o' oaa 


(9) 4? (2) = | (z — t d? (t) dt ca? 4-1. 
0 

5. 利用 退化 核 解法 求解 下 列 方程 : 

(1) $(z) =2 | stg? (t) dt: 


aaas | (+P) at 
(3) $ (£) = | PPE (046 


OE K te- * dt; 


: 204 - 


(5) $ (2) = | (z + t)? ? (1) dt. 


6. 求解 下 列 非 线性 Fredholm 积分 方程 : 
(1) | $2) Gt d= Asè, A>O0M>-1 


ns eo e) 
(2) | smesd= ae”, A » 0; 


(s: $(x)-— eV Fe”) 


(3) | asd= Ata (82), A(InB — 1) » 0 


CEDCE + / n (o). 


W | $l) 6 t= Asina), Ap» 0 


(f: o(a) =+ es sin (B2). 


(5) [ $ (2) b(t) dt = Atan (Bz), AB > 0 


-————- a T 
iE aeg tan po) .) 
(6) | (2) (0 dt = A cosh (Ba), A » 0; 
(s: o (x) = +4/ E cosh (82). ) 
e | t“ (x) (t)dt = Azò, A»0,u4-A»-1; 
0 


( 解 : y(z) = 二 VC £A c I)a.) 


(8) [ e" 6 (x) $ (t) dt = Ae", A» 0; 


(e $ (z) = tae 
(9) | ee (Z)ó()dt- As, A» 0 

(f : $ (£) = £V AM? ) 
(10) $ (z) = -af z^$? (t) dt; 

(f: 和 加 =0 do) xoi uer" 
a1) 6) - -A | 2v (946 


2A u-1 
(s : $1(7)=0, $2(7)= Eo eoa ) 
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(12) $ (2) = —A IE -^«8? (t) dt, 
2X - 
(s: $1 (x) — 0, $2 (2) = 15-336 a aae 入 ) 
b 
13) 6(z) = -A | e$? (t) dt; 
2A-c-u e 
(f: e) 0. gle) xoa aas.) 


(14) bz) = —A | $^ (t)dt + Br", u> 一 1; 


(s | é(z) = Ba" +A, 和 由 下 列 方程 确定 ， 


7. 研究 方程 m 
= ' L sin $ 
66) - | «(3a(0 (sim ($R) as 
其 中 , a(t) > 0,t € [0,1] 的 解 的 方程 . 
8. 求解 下 列 非 线性 Volterra 积分 方程 
(1) in ó(t)ó(z — t)dt= Az4-B, A,B » 0; 


VB = ap (- $7) 十 TE ( 57) 
(2) p P(E Pz — t)dt = A*z^ 
JTO 1) 


(9. n HARFDA” 


: $lx) = 


x ,其 中 ,T(z) ÉD 23 


[e — A’e™”; 


(4) ot E. —t)dt = (Az + B)eV, A,B >O; 


Aem (2) + Zat (5) ) 


ini é(t)ó(z — t)dt = A?z"e^*; 


Ae) — Án (a 0/2 | 


p ó(t)ó(x — t)dt = Asin(Az); 
(ff: (x) = XV AM (Az), Jo 是 Bessel 函数 .) 
(7) | M — t)dt — A? cos(Az)); 


解 : 


c p(x) = +V Be 
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(st p(z) = as]. On dt.) 


(8) ji ó(t)ó(x — t)dt = Ae"? sin(Az); 
(ff: ó(r) = xv AXe"* Jo(Ax)). ) 
(9) ul o(t)d(xz — t)dt = A^e"* cos(Az); 


jz d Jolt) j 
LOL 345.2 
(10) | gr = A is 
AT'(A 4 1) |. A-k-1 
F(A-1-A5/2T(Ac-1-k)J2| ^" 


c 6) = 十 | 
(11) | t*é(t)ó(z — t)dt = Ae; 
0 
= 4 m ÀT 
(# bo) =t EAr oA. i j 
(12) | t"o(t)o(a — t)dt — Az"e^. 
0 


| 4rw+D | eas 
M =t ee TI A, i ) 


(13) bz) = —A | 9^ (t)dt - Bz 4- C; 


Lg Kt és)exp2Ak(r—a)-tós-k ,. [B 
man "Eee ux SLE fier A! 


(i) 44 AB «0, $(x) — ktan [Akla — x) + arctan fe ， 二 4/ 一 


e B C 
(iii) 34 B — 0, TEE CEDE 
(14) qz) = — | f (06^ (£)dt + A; 
: r 1/(1—k) 
(e d(z) = ja + (k — D| fat ) 


(15) $(7) 三 一 af explà¢(t)]dt + B; 
(s : d(z)— —— dn [AX(z — a) e P^] ) 
(16) qz) = - | f(t) exp[A$(t)]dt + A. 


(st "e E ZLIU [ fatte) ) 


$a — aB 4 C; 
T Da aB+C 
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9. 证 明 非 线性 积分 方程 : 
20(z) = | k(x — t)o(t)dt + f(x). 


此 解 的 Laplace 变换 为 
-— Ee) 
= IF FOA 
其 中 , é(s) 和 F(s) 分 别 为 f(x) 和 olx) 的 Laplace 变换 , 并 证 明 当 f(x) = sinz 时 , 原 方程 
的 解 为 p(x) = J (x). 
10. 利用 积分 变换 方法 求解 积分 微分 方程 : 


(s) 


02. : 4M /2 4 2; 
9G) = Z| e - 9" ^e oat —— ! 
$(0) = 0. 
(f: $(r)-— e (erfVZ 十 1) 一 1 
11. 利用 数值 积分 解法 求解 下 列 非 线性 积分 方程 : 
(D $9) = | 一 42(Ddt+ 


(2) $7(z) = | (z — t)? (t)dt + 2? + 1; 


(3) 9^ (£) = — | sin(x — t)é(t)dt + e". 
0 
12， 验 证 例 10.2.1 中 的 方程 满足 定理 10.2.4 的 所 有 条 件 . 找到 6 > 0 的 一 个 值 , 保证 在 
0 和 z 乏 6 上 连续 解 的 存在 . 
13. 研究 下 列 方程 在 z = 0 附近 的 解 的 存在 与 唯一 性 : 


d e?! 


—-1-| 二 dl 
"eps | pO 
14. 找到 5 > 0 的 一 个 值 , 保证 在 0 < z < 6 上 下 列 方程 的 唯一 连续 解 的 存在 : 


gzZ) 一 2 十 sin(x — t)$? (t)dt. 
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续 表 
Laplace 变换 F(p) = | e P? f(z)dz 


E [p^ F(v) 
(= pr" (p) 
F(p) 

D 

ELIO 


LT(v+1)p " lF(p) 
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续 表 
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No. 原 函 数 f(z) Laplace 变换 F(p) = | e P^f(rx)dx 
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A.5 对 数 函 数 的 Laplace 变换 表 
No. 原 函 数 f(x) Laplace 变换 F(p) = | e pz f(x)dz 
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p 6x 
9 e ?* |nz notate c = 0.5772 -.. 
pta 
A.6 三 角 函 数 的 Laplace 变换 表 
No. 原 函 数 f(z) Laplace 变换 F(p) = | e P? f(x)dx 
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a TD 
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Laplace 变换 F(p) 


EE JB 
(p +b)? +a? 
1 


p3 

1 
p^(p +a) 

1 

p(p +a)(p + b) 

1 
p(p + a)? 

1 


(p 4- a)(p +b) (p 4- c) 


p 


(p 4- a)(p + b) (p + c) 


p? 


(p +a)(p + b) (p + c) 


1 
(p+ a)(p + b)? 
p 


(p+ a)(p + b)? 


p? 


(p + a)(p + b)? 
1 

(p + a)? 
p 


(p + a)’ 


p? 


(p + a)? 

NE 

p(p? + a?) 

MEME NER 

p [(p + b)? + a°] 
1 

(p +a) (p? + b?) 
p 


(p + a) (p? + b?) 
p? 
( 


(p + a) (p? + b?) 


1 
p? 十 a3 


附录 B Laplace 35A: ER x 


BUR 


cJ ioo 
Laplace 逆 变 换 f(z) = | .. e? F(p)dp 


e cos(ax) 一 2 sin (az) 


1 
2g 
2 


1 
AE 十 QZ 一 ] ) 


1 
ab(a — b) 
1 


= —e 9T 一 QZe 9T) 
a 


(a — b + be ?* — ae 5v) 


(c — b) e-** + (a — c) e^ t+(b—a)e 
(a — b)(b — c)(c — a) 
a (b — c)e-?* --b(c— a)e-** + c(a — b)e-*? 
(a — bb — oe — a) 
a? (c — b) e72? + b? (a — c)e-** + c? (b — a)e-* 
(a — b(6 — cX(e — a) 


1 
ao [e- 92 — e7’? + (a — b)ze- 7 | 
1 
(ay (—ae-?* + [a 4- b(b — a)z] — e 571 
] 
TENTE [a?e- 97 + b(b — 2a — b^z + abz)e "| 
二 mm2e 一 QZ 


1 
z(1- 3am) e az 
2 
1 2 2 一 QZ 
csse pr M e 


P [1 — cos(az)]| 


3TB ee” + z sin(az) — cos(bz)| 
| -ae-?* + acos(bz) + bsin(bz)| 
ATE [ae 一 "= — absin(bz) + b? cos(bz)| 


1 
Le "ta? R ep [cos(kz) 一 VSsin(kz) j 
a a 


k= ~a 
2 


B.2 


34 


35 


36 


3T 


38 


39 


40 


41 


42 


43 


44 


45 


46 


47 


48 


49 


o0 


ol 


52 


Laplace 变换 F(p) 


EN 2S 
EE um 
1 


(p + a) [(p + b)? + c?| 


p 


(p + a) [(p + b)? + c?] 


p? 


(p + a) [(p + b)? + c?] 


1 
p^ 
1 
Pp (p+ a) 
1 
p?(p + a)? 
1 
p?(p +a)(p +b) 
1 
(p + a)? (p + b)? 
1 
(p + a)* 
EE, MM 
(p + a)4 
1 
p° (p? +a?) 
1 
p^ — a4 


S 


有 理 函 数 的 Laplace 逆 变 换 表 . 313 . 


BUR 
. 1 c-rFioo 
Laplace 逆 变 换 f(x) = =| eP? F(p)dp 
2xi —ioo 
MEM 十 ear/2 |cos(kz) 十 V3sin(kz)| 
3a? 3a? i 
1 
k = FV3 
1 一 QZ 2 ar/2 1 
3e 十 3* cos(kz), k= 52V3 
e-9* + e^"? cos(cz) + ke- ^? sin(cz) k-22 b 
(a — b)? + c? i c 
—ae-?* + ae ^"* cos(cx) + ke™®? sin(cz) - b? + c? — ab 
(a — b)? + c? ' i C 
a2e-9* + (b? + c? — 2ab)e-"* cos(cz) + ke ^* sin(cz) 
(a — b)? + c? 
2 A3 
k = —ac— bc + Lei 
3 
6 
Low 2d x 4. 
ioi dc NN 
alL e «qe (e co) 
a+b 1 1 MT 1 ET 
amu PS b? (a — b) 
1 2 2 
一 QZ 一 DZ Hm 
(a — b)? : ( er (s zu 
E 
6 
1 2»— ar 3p — aT 
2* —az*e 
1 


3 [az — sin(ax)] 

Io. j 
FE [sinh(az) — sin(az)] 
E [cosh(az) — cos(az)] 
于 [sinh(az) + sin(az)| 
5 [cosh(az) 十 cos(az)] 


1 ac 


ENG (cosh £ sin £ — sinh £ cos £) , S 


e (2) (3) 


: 9314 . 


TO 


T1 


Laplace 变换 F (p) 
p2 
pt 十 a4 
1 
(p? + a2)? 
EN M 
(p? + a2)? 
p? 
(p? + a2)* 
p? 
(p? + a2)? 
1 


[P +b)’ + a? : 
1 

(p^ — a?) (p? — b?) 
p 

(p? — a?) (p? — t?) 

MEME TS 

(p^ — a?) (p? — b?) 
p? 

(p? — a?) (p? — b?) 
1 


(p? + a?) (p? + b^) 


D 
(p? + a?) (p? + b?) 
(p? + a^) (p? + b?) 
Pp 
(p? + a?) (p? + b?) 
Sm n —1,2,:-- 
D 
1 
T———;,; n-142,.- 
(p +a)” 
1 
————., m-12,.- 
p (p - a)* 
1 
p?n + a2^ ' n—-lL2,- 
1 
p2n — a?r’ m 
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BUR 


c+ioo 
Laplace 逆 变 换 f(x) = =] e”? F(p)dp 


c—i 
1 
aVvV2 


2a3 


(cos£sinh£ —sin£cosh£), é&€= - 


e 


[sin (az) 一 az cos (ax)] 
1 : 

zg ZSP (az) 

= [sin (az) + az cos (az)] 

COS (ax) — zas sin (ax) 


1 
—.e 5* [sin (az) — az cos (az)] 
2a3 


: E sinh (ax) — - sinh (bz) 


a? —b? |a 
cosh (ax) 一 cosh (bz) 
-gbe 
a sinh (ax) — bsinh (bz) 
DEED CU 
a? cosh (ax) — b? cosh (bz) 

1 1 . E b 
m |z S” (ax) — 5 sin (bx) 
cos (ax) 一 cos (bx) 
—asin (az) + bsin (bz) 

b? — a? 

—a? cos (ax) + b? cos (bz) 


n 


a`” |1 — etten (az)| ， en(z)=1+ a 
1! n! 
n 


` exp (akZ) [ak cos (bkz) — by sin (byx)] , 
k—1 


na? 


n (2k — 1) 


Qk —acosqQy, bk =asinpk, Pk = 2n 


1 ; 
pp sinh (az) 十 nain 


n 


` exp (akz) [ak cos (bkz) — bx sin (bk z)], 
k=2 
NEL (k — 1) 


ak — acosQy, by —asingk, Pk 2n 


B.3 ”平方根 函数 的 Laplace 逆 变 换 表 . 315 . 


续 表 
No. Laplace 变换 F(p) Laplace 逆 变 换 f(x) = = MN eP? F'(p)dp 
gom 2 
(2n--1)a?^ . (2n 4 1)a?n+! 
12 JG JD n = 0, 1, roni > exp (akz) [ak COS (bkz) = bk sin (bgr)] j 
k=1 
ak = ACOS Pk, by —asingk, Pk = Nec 
goa 2 2n 十 1 
(2n + 1) a?" i (2n + 1) a?n*1 
73 Germ “n=0,1,... ` exp (akZ) [ak cos (bkz) — bp sin (byx)] 
k—1 
" Gy —acosQy, by — asinóg, Pk = Tm 
vW)  P(py)— 
P (p)' (p) 
(p—2a1i):::(p— an); 2, rm exp (aj x) 
74  Qaifzaj ifj Q(p) xx 
是 阶 数 < n 一 1 的 多 项 式 
Q (p) 
D/_\? P (p) x n Mk 
P (p) Sri (ak) me- ox 
(p — a1)™ (po an)™” . 二 二 (mx — D)! (l — Dy" exp (akZ) ， 
75 ai 关 oj，1i 关 7 Q(p) 是 阶 数 rı (p) = T E2], Py (p) m 
X mi +m 十 … 十 nn 一 1 的 多 项 式 Ww x (e) vill: 
Q (p) + pR (p) 
JE EAE hin) 
P (p) (p) ! ! 
2 2)... [p2 2\. ^^ Q (iak)sin (apx) + aj R (iag) cos akT) 
(p » az) | M F a2 ) ) 2 -o P Pr (iak) NT 
Q Qj, L J, 
76 ' pos- D. aus 
Q(p), R(p) 是 阶 数 p^ + am 
< 2n — 2 的 多 项 式 
B.3 平方 根 函 数 的 Laplace RRK 
c 十 1co 
No. Laplace 变换 F (p) SEH f (x)= =| E eP? F (p) dp 
1 TN nm 
V Jrz 
ebT — eaz 
2 p-a-wvVp-—b 


. 316 . 附录 B Laplace 逆 变 换 表 


续 表 
1 c-rioo 
No. Laplace 变换 F (p) 逆 变 换 f(z) = — | eP? F (p) dp 
23 Jc—ioo 
3 1 1 一 QZ 
e 
pta Vy TU 
1 
4 " — 1 ae-os/3 E (302) + Io (2e) 
pta e | 4/2 一 bz NI/2 112 
5 vm UM b)'*e erf ( (a b) įr ) 
D/D Vx 
1 
7 — b — ay V/? e-azerf ( (b — a)!/? 71/2 
CET (b — a) ((b — a) ) 
1 
8 ——e"^?erf (yar 
VP (p — a) m 
1 
9 一 一 一 -3/2eazerf 0g714—1/2,.1/2 
P373 (p — a) a e??erf (yaz) —2a "nx z 
1 2 
10 x -1/25-1/2 — ae% Terfc (a./x 
Jp T a ( v) 
a 2 
11 E 1 — eo *erfc (a. /z 
p (p +a) 
1 2 
12 e? Terfc (a /z 
p 十 QVP ) 
1 2 
13 — 1 — — (az)!/? + (1 — 2az) e?* erf (vaz) — 1 
WIN: Jz a 
1 1 1 2 
14 一 十 (2 一 3 e?Terfc (Vaz) — —Vz 
p (P + Va)” a a (Vaz) Vna 
15 Ll. s 2n-1/231/2 — 2azea * erfc (a /z) 
VP (VP + a) 
1 2 2 
16 一 -一 — (a?r 4- 1) va — az (2a?z + 3) e% Terfc (ayz 
TM Ze (2-1) VE or (hz + 3) e terte (ov 
gn 
17 —n—1/2 = 1.2.... FEIN. I ona 
d 人 1-3. ..-(n-1)/X 
on 
—n—1/2 n—1/2,—azrz 
s (p +a) 1:3 wer One) m T 
19 EM E Jo (az) 
l / p? $ a? 
1 
20 "RES; Io (az) 
1 1 1/2 
21 exp (-5e«) Jo (è — ta?) T 
p? +ap+b 2 
22 (vp? +a? 一 p) ue z sin (ax) 
V2rz3 
V2 


23 ———Á; (VPF 2 十 )^ (ax) 
a P 十 0 tp Uus aT 


B.4 ffEXGINAU Laplace 逆 变 换 表 i 


No. Laplace 变换 F (p) 

24 J (VP — a? +p) - 
25 (V ++p) 

26 (Va +p) 

27 (p? a2) "7? 

28 (p? - a2) "7^ 
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续 表 
c-rioo 
MAR f (z) = L| — e"F)dp 
A cosh (ax) 


na "az Jg (az) 


na "z ll, (ax) 


(r/a)" Jn (az) 
1-3-5 - 3 - (2n — 1) 
(r/a)" In (ax) 
1.3.5.....(2n—1) 


B.4 RRRA] Laplace WERK 


No. Laplace 变换 F(p) 
1 (p+a) ^, v»0 


[p+ a)? (p | ^, 


2 
v0 
3 [(p + a)(p +b)”, v»0 
2 2\ —v—1/2 1 
4 (p +a’) UD EET 
2 2\ —v—1/2 1 
5 (p —a ) Uum 
6 p(pP2+a2) " 1/2 v»0 
7 p(p?—a?) * 1/2 v0 


8 
—g-2v (p? 十 a2)172 p| 2s 
(p? a?) + p| v 
9 
= a7?” Ip — (P? - a?) | v»0 


1 c+i 
逆 变 换 f (z) = =l | 


C—1 


e”? F (p) dp 
OO 


gY- le-ar 


T (v) 

CE AP E (a 4- b) 1 I, E (a — b) | 
(a : JN i " diii = 

T,_1/2 E (a — b) 1 


VR 
(2a)" T (v + 1/2) 


T" Jo (ax) 


(2a)" T (v + 1/2) ido ur 


as 

(2a)" T (v + 1/2) 
ayn 

(2a)" T (v + 1/2) 


z" Jy—ı (ax) 


z"I,.1 (az) 


va riJ, (ax) 


va "rz ll,(az) 
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No. 


10 


11 


12 


13 


10 


11 


Laplace 变换 F (p) 


p (p? + a?) +p 7, v»1 


p (P? — 


(Vta +p) 
(vp? — a? +p) 
aege 


a?) +p), v>l 
v» —1 


pcm 


附录 B Laplace WERK 


val" z-1J, 1 (ax) 
—v (v + 1) a^*z-?J, (az) 
val-"z-ll,.i (ax) 


—v (v + 1)a^*z ?I, (az) 


a "Js (az ) 


a "I, (ax) 


B.5 指数 函数 的 Laplace WAHR 


Laplace 变换 F (p) 


p ^Tt -aP — e-bP) Ozacb 
(p+b) te, a»0 
p(e?—1)*, a»0 

ea/P es 1 

p- i/?ea/P 

p 3/2e2/p 


—5/2,5a/p 


BUR 


1 c-Fioo E 
oni | (p) Dp 


、 1 cTioo 
WAR f (z) = =| e"F(p)dr 
27 c—1ioo 
0 O«czczc«a, 
1, aca 
lL OZ TZ 
0， a<r 
0 0<zr<a, 
1, a «az «b, 
0, b«c 
0, 0«zc«a, 
r—a, a«mrmc«b, 
b—a, b< 
0, 0«rzc«a, 
e *(2—2) acr 
0, 0«rzc«a, 
m v—1l 
(r — a) "c 
I (v) 
f(r)2n, na<z< (n+ 1)a,n = 0,1,2,- 
a 
/2 Ii ( (2 /az) 
M p 
> cosh (2Vaz) 
y IT 
1 
sinh (24/ax 
-L sinh (2/27) 
sinh (24/ax 
zug inh vas 


p ix '"E cosh ( (2/az) — 
Ta 


B.6 双 曲 函数 的 Laplace 逆 变 换 表 


24 


25 


No. 


Laplace 变换 F (p) 


p "-le/P, v» —1 
]—e-9/P 
p-1/2e-a/p 
p-3/2e-a/p 
p-9/2e-a/p 


p "-le-9/P, vy»-—1 


Vp exp (—4/ap) , a 0 
1 
yg (va). a 之 0 
1 
—— exp (—,/ap), a20 
p/p p ( Vap) 2 
exp (-ky p? + a?) 
V ET E 
exp (kp? — a?) 
rer EE 


k 0 


k 0 
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续 表 
1 c-rioo 
WA f (z) = | ^ e"F()dr 


UAE cos (2 /az) 
1 


y sin (2Vaz) 
1 


uova) / Z cos (2/az) 
"1? Jy (24/47) 


A N 
&|8 
~ a 


M (a — 62) 177/2 exp uw 


qug (a - 22)2 5/2 exp (——) 

PN NA 

VAT 4 

VE e lu - Verte (2) 
0, 0 «zr « k, 
Jo (ava? =F?) , k<r 
0, 0« az «k, 
Io (ava? — &?), k«zcz 


B.6 双 曲 函数 的 Laplace 逆 变 换 表 


Laplace 变换 F (p) 


1 

p sinh (ap) ' 
1 

p? sinh (ap) ' 


E 
逆 变 换 f(z) 一 — | 
a>0 f(z)22n, 


a0 f(x) = 2n (7 — an), 


cTioo 

e F (p) dp 
c—ioo 
a(2n—1)«z«a(2n-4 1), 
n—0,1,2,::..,2 50 
a(2n —1)«z«a(2n- 1), 
n2—0,1,2,..-,12 50 
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续 表 
1 c 十 1co 
No. Laplace 变换 F (p) 逆 变换 f(r)— =l |. eP^F (p) dp 
sinh (a 1 
3 a - 2/83 [cosh (2Vaz) — cos (2Vaz)| 
4 x xs [sinh (2Vaz) — sin (2Vaz)| 
En uen 1 v/2 
5 p-*-! sinh (=) , v»-2 (5) [e (2vaz) - Ju (2V/az)] 
: fei 0  a(4n—1)«z«a(4n-4 1), 
—————, a»0 2, a(4nc-1)«z«a(4n-43), 
p cosh (ap) 
n-—0,1,2,---,750 
: 1 - Tm àn-1«- «2n4l, 
一 一 一， a qo pe I — aan), 
p? cosh (ap) n20,1,2,---,2»50 
sh 1 
8 TD 2/82 [cosh (2Vaz) 十 cos (2 /az)| 
9 ECT NS [sinh (2/az) + sin (2 /az)] 
T 1 v/2 
10 —Á (=) "c > (5) pre Qvaz) + Ja (2vaz) 
11 2 tanh (ap),a > 0 f (z) 2 (一 1 一 ， POE E E 
p n = 1,2,:-- 
12 Soila ud joseph — HAUTES, 
p n 一 1.2, "un 
13 ar coth (5) E sinh (az) 
a T 
B.7 对 数 函 数 的 Laplace 逆 变 换 表 
1 c+ico 
No. Laplace 变换 F(p) ' 首 变换 f(c) = xil eP? F (p) dp 
1 -Inp 一 lnz 一 c， c-—0.5772... 是 Euler 常数 
2 p ^-ilnp (1+3+3+ nome) zi c = 0.5772... 是 Euler 常数 
2 3 n n! : 
2 2 ET 2 - M n—1/2 
: —— kn E 十 : 十 十 In (4x) e| T , 
PER Hep uu A N c = 0.5772... 
4 p “lnp, v»0 T (v) 19l iy (v)— lnr], y (v) 是 下 函数 导数 的 对 数 


1 1 
5 -]n?p (In z +c)? 一 ST. c = 0.5772... 
p 


B.8 


No. 


14 


15 


No. 


三 角 函 数 的 Laplace 逆 变 换 


Laplace 变换 FF (p) 


0p 
In (p + b) 
pta 
In p 
p? 十 a? 
plnp 
p? + a? 
Ey 
pta 
p? + b? 
ln 
p? +a? 
p? +b? 
p? +a? 
(p -- a)? +k? 
(p +b)’ +k? 


1 
pln (vP Faz) 
p 
b ———— 
pln (vs - 3 
p 


pin 


ln 


B.8 


Laplace 变换 F (p) 


sin (a/p) 
VD 
sin (a/p) 
pVP 
cos (a/p) 
VD 
cos (a/p) 
DVP 


1 
eg P (Cap) sin (vag) 


1 
Ag Se (Cap) cos (ap) 


a 
arctan — 
Dp 
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续 表 
1 c-Fioo 

省 变换 f (z) = | ^ eF (p)dp 
z|(Inz--c— 1)? +1- 2d 
e ?? (1n (b — a) — Eil(a — b) z]) 
: cos (az) Si (az) 4- - sin (ax) [In a — Ci (az)| 
cos (ax) [In a — Ci (ax)] — sin (az) Si (ax) 
(amea m mad 


RIN Ale 


[cos (ax) — cos (bz)] 
z [cos (bz) + bz sin (br) — cos (ax) — az sin (az)] 
- cos (kz) (e^ 9* — e727) 


E [cos (az) — 1] 4- - sin (ax) 


1 
-z [cosh (az) — 1] — 二 sinh (ax) 
T T 


三 角 函 数 的 Laplace 逆 变 换 


WERIG- | ^ erg 
-5 sinh ( 2a) sin (V2az) 
T cosh (V2az) sin (V2az) 
de cosh (Vaaz) COS ( 2a) 
x sinh (V2az) COS (Vaaz) 
1 a 
sin (z) 
1 a 
-二 os (z) 
- sin (ax) 


: 322 - 


10 


No. 


12 


Laplace 变换 F (p) 
1 a 
— arctan — 
p p 
a 
parctan 一 一 Q 
p 


2ap 


arctan ———— 
p? 二 b2 


附录 B Laplace 逆 变 换 表 


续 表 


1 cC 十 ico 
逆 变 换 f (z) = =l ep 人 dp 


Si (ax) 
1 
zd [ax cos (az) — sin (az)] 


s sin (az) cos (zva? + 2) 
T 


B.9 特殊 函数 的 Laplace 3852835 


Laplace 变换 F (p) 
exp (ap?) erfc (pva) 

: exp (ap?) erfc (pva) 
erfc (vap) , a>0 


e?Perfc (ap) 

pe erte (va 
ilo 

ws nls 
s (2) (y3) 
p-"y(abp), a,b»0 


D 
yla,—], a>0 
p 


a P^ (p,a) 


Ko(ap), a>0 


1 c-rFioo 
逆 变 换 f(z) = =l ep (p)dp 


1 g ( r? ) 
ace ES X — — 
y na j 4a 


"t (sis) 
| “0， 0crc«a, 

-A a 
Va 

nys (z + a) 

= 

VT(Z 十 a) 

二 sin (2Vaz ) 

T sinh (2 /az) 

-局 exp (一 2Vaz) 


rl 0«c«mrc«b, 
0, b«az 


p2/242/2—1 J, (2Viz) 


exp (~ae™?) 


0, 0c«rzc«a, 
(z?—a2) V?, a<r 


B.9 特殊 函数 的 Laplace 352535 . 323 - 


续 表 
1 c+ioo 
No. Laplace 变换 F (p) EH f (2) = =l © e"*F (p)dp 
0, 0«crzc«a, 
13 -Kv , 
(apla N cosh [var cosh (z/a)] P 
c, a 
Vai a? 7 
14 Ko (a/p) E exp (- 


15 us (a. /p) - exp (- =) 


No. 


No. 


附录 C Fourier RAER 


ERA f (m) 
afı (x) + bf» (x) 
f(ar) a>0 


r?” f(x), n = 1,2,- 


r?”+lf(az), n= 0,1,- 


f(ax)cos(br), ab>0 


余弦 变换 Fi(w) = | f(z) cos(ur)dz 


aFic(u) + bFzc(u) 


d?^ oo 
(1m —— 二 B, (u),  Fs(u)— | f(z)sin(zu)dz 


None 


C.2 ”和 帮 律 函数 的 余弦 变换 表 


原 函 数 f(x) 


1, 0«rc«a, 
0 a<r 


2x 0czc«1l, 
2-—-45, LT 


0, 2«c 
， a>0 
a+r 
1 
agag 779 
1 
gigs 07^ 


a 


a? + (b+ z)? Y a? + (b — z)? 


bra 


a? + (b -- z)? Ti) 


余弦 变换 FL.(u) = |. f(z)cos(uz)dz 


a sin(au) 

u 

E cos u sin? ( z) 

— sin(au)si(au) — cos(au)Ci(au) 


一 eo (积分 理解 为 Cauchy 主 值 意义 下 ) 


n sin(au) 
2u 


Te ?'" cos(bu) 


xe ?" sin(bu) 


C.3 ”指数 函数 的 余弦 变换 表 


No. 原 函 数 f(x) 

1 
B stc ap 40 
9 1 


(a2 + z2)(b2 + z2)’ 


a,b>0 
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BUR 
余弦 变换 Fe(u) = | f(x) cos(ux)dz 


l E ( 5] sin( 开 + 号 
-xa "expl ——— J] sin | — + — 
2 PA a 4 V3 
x ae P" — beo" 
2  ab(a? — b?) 

m o” 
21mm * € (j1//mg-uya 
i" 2n! ða” (« E 


T 


2u 


A Z O(a), C(u) 是 Fresnel 积分 


V 一 2C(au)]， C(u) 是 Fresnel 积分 

T : 
JŽ [cos(au) — sin(au)] 
Ko(au) 


= Jo(au) 


sin (37) TI(1— v)u”! 


C.3 ”指数 函数 的 余弦 变换 表 


yem 
一 一 一 ， n,m= ],2,..-. 
10 (z? 十 Q)m+1 
nc-Hl1»mz2z0 
11 : 
VT 
0<z< 
4-3 T a, 
12 VT 
0, a<r 
0, 0<Z<aw， 
13 1 : 
—, a<r 
Jz 
| 0, 0«rc«a, 
14 1 
;, a«zc 
r—a 
1 
15 一 -一 
Va? + z? 
1 
, 0«r«a, 
16 a^ — x^ 
0, a<r 
17 x”, O0<v<1 
No. 原 函 数 f (a) 
1 g “s 
1 
9 ~ (e727 e br) 
£ 
3 Vre oT 
1 
4 —e 9t 
VI 


= Vala? + u?) 3/4 cos (5 arctan z) 


余弦 变换 Fe(u) = N f(x) cos(uz)dz 


a 
a? + u? 
1 bu? 
2 EAr 


a 


a + (a? + u?)!/? s 
a? +u? 


附录 C Fourier 余弦 变换 表 


续 表 
MRA f(x) 余弦 变换 Fi(w) = N f(x) cos(ux)dz 
ineas atin! kn2k (uk 
d HEN A (a? + u2)n*1 PM Oni: (5) 
k o” 1 
n" Qa" r/r —a' 


p^-1/2g-a02 p —]1,2.... 


r 一 Vi 十 到， 各 = NE 


No. 


I'(v)(a? + u2)-"/? cos (v arctan =) 
a 


Í x? 


2u?  2a?sinh?(xa-!u) 


1 
—`]n(1 一 —2nu 
;ln(1 — eu) 


THE ( E) 
—— X -n am—À 
2Va d 4a 


JZ e- 2^" [cos(/2au) — sin(V/2au)| 


/ me 2au cog (V2au) 


a 


C.4 双 曲 函数 的 余弦 变换 表 


原 函 数 f(z) 
1 
————,; 0&0 
cosh(az) 
1 
— 7723; 4.5» 4a > 0 
cosh“ (ax) 
cosh(az) lal « 
cosh(bz) ' 
1 


cosh(az) + cos b 


exp(-az?)cosh(bxr), a»0 
£ 
sinh(az ) 
sinh(az) 
m3 «b 
sinh(bz ) a 


1 
— tanh(az), a>0 
T 


余弦 变换 Felu) = N f(x) cos(ur)dz 


:| 


1 


2 


T 
2a cosh (na~ 1u/2) 
nu 
2a? sinh (1/2xa- tu) 


cos(1/2xab^ !) cosh(1/2xb-!u) | 


cos(xab- 1) + cosh(xb^!u) 
xsinh(a™ tbu) 
a sinbsinh(xa-u) 


"E ( b? — u? ( abu 
— exp cos | 一 -一 
a 4a, 2 


4a? cosh?(1/2xa- tu) 


T sin(xab +) 


2b cos(xab- 1) 十 cosh(xb-1u) 


1 
ln [coth (ratu) | 


C.5 ”对 数 函 数 的 余弦 变换 表 


C.5 对 数 函 数 的 余弦 变换 表 
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OO 
No. ERES f(x) 余弦 变换 FL.(u) = | f(x) cos(ux)dz 
l 0 1 1 
] | nz, «rz«l1, — 5 Si(u) 
0, 1 < 7Z u 
l 
2 "- 一 E |In(4u) 十 c 十 4 , c= 0.5772... 是 Euler 常数 
E ARUM rcd t di TN 
3 z" nz, O0«vc«1 I'(v) cos ( 2 ) u KO > tan ( ^ ) Inu] 
2 
4 In | > , a'>0 — [cos(au)Si(au) — sin(au)Ci(au)] 
Q 一 T u 
5 (1 $5) a0 二 (1—e-ev) 
z2/' u : 
a? + zr? T, p E 
6 n2 y ui a,b 0 z(e 2 一 e au) 
aC + atas + a?) + uarctan(u/a) 
7 enz, a>0 一， 
u? 4- a? 
a T 
8 ln(1 + e727), 0 RE CEN 
oneris 2u?  2usinh(xa-!u) 
9 In(1l—e 7), a>0 E MUR coth(xa tu) 
2u?  2u 
C.6 三 角 函 数 的 余弦 变换 表 
oo 
No. 原 函 数 f (a) 余弦 变换 Fe(u) = | f(x) cos(uz)dz 
0 
1 
aX u <a, 
2 
1 ERU) ' > 0 u-—a 
T 4 ) ) 
0, ua 
-a) " — |u + a| * sign(u — a) 
2 v—1 1 (uta) "-—|u-ta| sign(u— a) 
z" sin(ar), a»0,lv« T AT. — v) cos(1/2mv) 
b nnb 
, —xe ?? cosh (bu), u <a, 
z sin(az) 2 
3 PUNEUVE a, b>0 1 
dis xci d sinh(ab, u>a 
. lxb-?[ — e7% cosh(bu)]}, uc«a, 
sin(az ) 2 
4 z(z2 + b2)' a, b>0 ] 
Hr —xb-2e-" sinh(ab), ua 


2 
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No. ERES. f(x) 
5 e^" sin(az)， a,b>0 
1.5 
6 —sin^(az), a»0 
T 
T — sin? (az), a>0 
8 — sin (5) ， a>0 
T £ 
1 
9 NZ sin (a /z) sin (bz) ,a > 0 
10 sin(az?), a»0 
11 exp(—az?) sin(bz?), a > 0 
1 一 
12 miii C, 
T 
dee: 
13 niic) CN 


T2 


14 : ilis cos(ar))a > 0,0«v«1 


cos(az) 
15 MU ENUL a,b 0 
16 e^"? cos(am), a,b»0 
17 EN cos (a /z) 
Vr 


1 
18 Ja cos(a4/z) cos(pwWVZ) 
19 exp( 一 pz2) cos(ax), b>0 


20 cos(azr2)， a>0 


附录 C Fourier 余 驴 变换 表 


续 表 
0 


余弦 变换 Fc(wu) = | f(x) cos(uz)dx 


;| a-d-u a— u | 
2 |(a+u)? +b? (a-—u)} +b 
1 2 
— n ERE 
4 u? 


1 
IT(2a — u), u< 2a, 


0, u > 2a 


; Jo (2 /au) 

[v . (2) , ( z) 
— sin | — | sin —— 
u 2u 4u 4 
A) 

— |cos| 一 | 一 sin| — 

8a 4a 4a 

VT Au? i Bu? 
(A2 + B2)1/4 exP (TA 4 B2 ) ^ T E y R2 


1 b 
A = 4a, B = 4b, ọ = — arctan (5) 
2 a 


1 a? 
-ln |1 一 一 
2 | u? 
1 
-x(a — u), u<a, 
2 
0, u>a 


;T(v) cos (37) [lu 一 a| " + (u + DR 


1 
二 Tb 一 Le 一 ab cosh(bu), 


u <a, 


2 
l -1-b 
z"? e ?"cosh(ab), u>a 


b | 1 "n 1 | 
2 |(at+u)?2+b  (a—u?-WMJ|' 
/Es Ẹ + 3 
u 4u 4 
[ x 3 [a+b mx 
— cos | — | sin 十 一 
u 2u 4u 4 


C.7 ”特殊 函数 的 余弦 变换 表 


10 


21 


原 函 数 f (a) 


exp(—az?) cos(bz?), a > 0 
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BUR 
余弦 变换 Felu) = N f(z) cos(uz)dzx 


VT Au? 
E ——À MÀ COND E 
(A2 B?)1/4 A? + B2 


Bu? 
= rg] 


1 
A = 4a, B = 4b, = — arctan (5) 
2 a 


C.7 特殊 函数 的 余弦 变换 表 


原 函 数 f (o) 


Ei(—az) 


Ci(ax) 


Si(az) 


Jo(ar), a>0 
Jv(ar), a»0,v»1 
1 
-J (az), a>0,v>0 
£ 


1 
r "Jy(ar) a>0,v> " 


1 
z"tlJ, (ax), a»50,—1«v« 73 


Jo (ayz), a»0 


Jh (ayz), a»0 


l'(—v — 1/2)(u? — a2)v+3/2 


余弦 变换 Felu) = |. (z) cos(uz)dz 


1 u^ 
— — arctan ( =) 
u a 


0, a<u 
cos[v arc sin(u/a)] 
a2 — u2 i 
a” sin(xv/2) 
Elu +E” 
u 


-1 cos |v arcsin (5)]. 0cuca, 
a 


v 


a” cos(1v/2) 


一 一 一 一 一 一 一 一 ， a<u 
v(u + vu? — a?) 
2 _ ,2Y0—1/2 
VN A Mi 0<u<a, 
(2a)*I'(v + 1/2) 
0, a<u 
O0<u<a, 


22 十 LVTav1 
a<u 


l. ( a? 
— sin| — 
u 4u 
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11 


12 


13 


14 


15 


原 函 数 f(x) 
z"/? Jy (a /z), 


1 
D 


Jo (av? x 9) 


Yo(ar) a>0 


1 
z"Y,(ar), a> 0,|v| < ^ 


Ko (avs? x 9), a,b 0 


附录 C Fourier 余弦 变换 表 


AX 
余弦 变换 Felu) = | f(z) cos(uz)dz 


3773 , O0O«uc«a, 
0, a<u 
0, 0«uc«a, 

1 

pe , a«u 

u^-—a 

0«cuc«a, 
(2a)" Vx 


a<u 


4 


o 


No. 


附录 也 Fourier 正弦 变换 表 


D.1 一 般 公 式 表 


原 函 数 f(x) 正弦 变换 FEs(u) = | f(z)sin(uz)dx 

af1(x) + bf2(x) aFıs(u) + bFzs(u) 

flax) a>0 -F, (=) 
' d?^ 
r?” f (a), n 一 1,2,:.-- (70^ zs FQ 

2n-4-1 OO 
s") n=0b CU) ap Fel) Felu) = | f(r)cos(ewde 
1 u +b u — b 

f(ax)cos(bx), a,b>0 22 |F, ( : ) 十 ps | ) 


D.2 ZISEBEUNIESEAETR AE 


OO 
原 函 数 f (a) EEH F(u) = | f(x) sin(uz)dz 
0 
1， 0 
| i bd —[1 — cos(au)] 
0, a<r u 
T. 0«zrc«1, 
2—2, l«rz«2 Z sinusin? (2) 
) J u? 2 
0, 2v€q 
1 x 
z 2 
1 
——, a>0 sin(au)Ci(au) — cos(au)Si(au) 
a+r 
T T _ 
p 77^ 25 — 
1 T 
— — 0 —-(1-— e-2" 
z (a? 4 a3) a > 232 (1—e ?*) 
a a 
EE ————————s xe ?" sin(bu 
a?--(r—b)?  a?-F(x--b)? (bu) 
Z 十 0. r—b 


€— HÓA ———— xe IY cos(bu 
a?-F(zr--b)? a? +(x- b) diii 
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No. 


10 


11 


12 


13 
14 


15 


~J 


(x? ge a2)" n 


原 函 


T 


人 六 27m 十 1 


数 f(z) 


a»50,n—1,2,:-- 


(x2 J a)nti 3 


n,m —0,1,--- 


z(a? + z2)-3/? 


(Va? Fz? ~ a)? 


a)!/2 


T a? + x? 


qo 


0cv«2 


D.3 


原 函 数 f (a) 


Zm 一 1/2e 一 az ， 
De or. 


$-*(e-9* 


a > 0,n = 1,2,.:…- 


a>0,v>—1 


e") a,b>0 


22n-2(n — 1)1a2n-3 全 


附录 DD Fourier 正弦 变换 表 


续 表 


ERER F(u) = | f(z) sintuz)d 
True 一 cu V (2n — k — 4)! 
» kn — k — 2)! au)" 


(—1)"t*tm 一 一 (ame 


2n! Oar 


xc 


uKo(au) 
T 
—e 
2u 


1 
COS (5) TI(1—v)w" ^! 


—au 


指数 函数 的 正弦 变换 表 


正弦 变换 F(u) = N f (e) sin(uz)dz 


n-4-1 [n/2] 2k 
a k 2k+1 T 
de) 2, CD Cn (s) 


Vx D + u2)-3/4 sin (5 arctan 3 
2 2 a 
1/2 
- (va? +u? 一 a) í 


2 Va? + u? 
Vn (Va + u? — a) 


n |(va? +u? -a 
z nE E 


L'(v)(a? + u2)-*/? sin (v arctan =) 
a 


1/2 


1/2 


nt + barctan ( 一 Qarctan (-) 


D.4 双 曲 函数 的 正弦 变换 表 


No. 


原 函 数 f(x) 


| 333- 


AE 
正弦 变换 F(u) 二 N f (2) sin(uz)da 


1 T 
2u — 2asinh(xu/a) 


D e- V2au [cos (V2au) T sin (V2au)| 


2u 


xt V 20 sin (v 2au) 
a 


D.4 双 曲 函数 的 正弦 变换 表 


原 函 数 f(x) 
1 
sinh(az) id 
= a>0 
sinh(az) 


1 
-e-U*sinh(ar), b> |a| 
T 


1 


——, >0 
z cosh(ax) ü 


] 
1 一 tanh ( zaz) ， a>0 


1 
coth (302) —1, a>0 


cosh(az) PET. 
sinh(bz) ' 
sinh(az ) TE 
cosh(bz) ' 


正弦 变换 F(u) = N f (2) sin(uz)da 


1 
二 tanh aro) 
2a 2 
n? sinh(1/2za tu) 
4a? cosh?(1/2za- lu) 


1 ; ( 2au ) 
—arctan | ——————— 
7 ud 1:522 


1 
arctan [sinh ( na u) | 


1 区 
u  asinh(xa-lu) 


T 1 
— coth(za tu) 一 一 
a u 


n | sinh(1/2zb- lu) | 
2b | cos(xab- 1) + cosh(nb-!u) 


i E /2nab- !)sinh(1 un 
b | cos(xab-!)-Fcosh(nb-lu) 


. 334 . 附录 D Fourier EZMEK 


D.5 XARA EEK 


oo 
No. 原 函 数 f(x) 正弦 变换 Fs(u) = | f(z)sin(ux)dx 
0 
inz, 0 1, 1 
1 | i Ba 一 [Ci(w) — lnu — cd, c= 0.5772..… 是 Euler 常数 
0, 1 < 2Z . u 
] 
2 pos m) +c) 
c 2 
Inz ES T 
3 Ww ZE |In(4u) + c — -| 
z"-1mz, Ili nu " (v) + x/2cot(1v/2) — lnu] 
2I'(1 — v) cos(xv/2) 
5 In BEN , a>0 二 sin(au) 
Q 一 2 u 
(x +b)? +a? 2m o. 
6 eb o a, b>0 ET iio sin(bu) 
— (1 l 2 2Y  &4C€ 
7 e-aulnz a>0 a arctan(u/a) M n(u* + a^) — eu 
u? 十 a? 
1 
8 -In(1ca2e-?7) | a »0 —nEi (-5) 
T a 
.D.6 三 角 函 数 的 正弦 变换 表 
oo 
No. 原 函 数 f (a) 正弦 变换 F,(w) = | f(z)sin(uz)dz 
0 
1 sin(ax) Mr 1 u+a 
T 2 |u—a 
1 
sin(az) 9; 0cuc a, 
2 ; 0 
E t Sd >a 
. 2 
: 十 al ”一 | 二 al ^" 
3 Uc ; 0, 一 2 1 URO cupo 0 
r" sin(az), a> << AT(1 — v) sin no v 天 
es 
' —nb "e ??sinh(bu), 0O«uc«a, 
4 inet) a,b »0 : 
2 2 ) ? 
a lb lec" sinh(ab), ua 
5 sin(nx) sinu, O«uc«m, 
1] 一 z? 0, u»mnu 
a 1 1 
6 Za? sin(bz), >0 一 | = — 
diia 2 z +(b— u)? a?+(b+u)? 


三 角 函 数 的 正弦 变换 表 . 335 . 


续 表 


oo 
0 


原 函 数 f(x) 正弦 变换 F(u) = | f(z)sin(uz)dz 


1 (u +b)? +a? 


= = 
T œe sin(bz )， a0 4 "us b) 4 at 


1 
-m, O«u «2a, 
4 
1 
~ sin? (ax), a»0 LU» d 
T 8 3 ) 
0, u > 2a 


1 1 

| ri + 2a)ln |u + 2a| + ri — 2a)ln |u — 2a| 
25 sin? (az), a»0 

r 1 
——ulnu 


1 fx ? +b? bu 
exp(—az?)sin(br) a>0 R e exp (-* is sinh (= 
2Va 4a 2a 


0, O0O«uca-b, 


etas vete bd a2b20 2: a—b«ucad b, 
T 
0 a+b<u 
. /a TVa 
sin (=) ， a»0 a (2/au) 
ET sin (5) a0 "E [sin (2Vau) — cos (2Vau) + exp (-2 /au)| 
VT r^ 8u 
E a? 
exp (一 aVZ) sin (a /z) ， a>0 aJ Su? exp (-5) 
u 
0, 0cuca, 
ro 4 


1 
Nn, a«u 
z(u +a)™” —sgn(u—a)|u—a| " 
AT'(1 — v) cos(1/2xv) 


v 


z" lcos(ar)) a »0,|v| « 1 


1 
一 Te ^ sinh(bu), uc«a, 


z cos(ax) "—— 
z2-bp5 7 1 
Fre “ cosh(ab), ua 
] 一 2 
E a>0 “in A] n | 2 T2 
1 2 ut 
vs Ay Ves (+) 


1 Ej 2 +b? 
ma a qp Ves (2) cos ( = £i) 
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No. 


10 


11 


12 


附录 D Fourier EEM k 


D.7 特殊 函数 的 正弦 变换 表 


erfc(ar), a>0 


Ci(ar), a>0 


Silaz), a>0 


Jo(ar), a>0 
J(az), a> 0,v > 一 2 


1 
一 Jo(laz)，a>0u>0 
r 


1 
=J, (ax), a>0,v> -1 
T 


1 
z"Jy(ar) a>0,—1<v<- 


z-le-??Jo(br), a>0 


Jo(az) 
z?--2' ayer 
zJo(az) 
poer a, b >0 
VTJ2n+1/2(a7) 
z? + b2 ' 


a,b > 0,n = 0,1,2,... 


正弦 变换 Fs(u) = | f(z)sin(uz)dz 


a 
1 u? 
— —1n|1- — 
2u 2 
0, 0cuca, 
luci a < 
= l ü 
2 
| 0, 0«cuc«a, 
1 
, a<u 
u2 2 
sin [varcsin(u/a)| "e 
Va? — u? 
d TU/ 2 
a? cos( v2 erum 
Elu + €)" 


j Q «xu 
ex ; u 
U sin |varcsin (7), 0«cuc«a, 
a 


a? sin(xv/2) 


u— v4 acu 
v (u+ Vu? =a?) 
0, 0«cuca, 
1t(2a)" 
Vt(2a) ee 


T(1/2— v)(u? — a2)vt1/2' 


2u 
arcsin IT. uj 


b lsinh(bu)Ko(ab), O«uc«a, 
0, a< u 


0, 0cuca, 
l b 
27e uvJo(ab), a«u 
| (-1)" sinh(bu) K5,,1/5(ab) O< u< a, 


0, acu 


也.7 


No. 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


22 


特殊 函数 的 正弦 变换 表 


原 函 数 f(x) 


z" J, (ax) 


Z2 十 b2 ' 


2b» 0,-1«v«7 
z1-" J, (az) 
Z2 + b2 


3 
a,b > 0, v > 73 


Jo (a /z) ， a 0 


A (ayz), a»0 


ZV/2.J， (avz) , 


1 
d D 


Yo(ar), a»0 


Yı (az), a>0 


Ko(ax) a>0 


rKo(ar), a>0 


r*+! K,(az), a>0,v> -5 


2 arcsin(u/a) 


2[In (u — vu? — a?) — lna] 
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He 
正弦 变换 F(u) 二 | f(z) sin(uz)dz 


| b"-sinh(bu)K,(ab), O< u<a, 


0, acu 
0, 0«cuca, 
>be "^I, (ab), acu 


a” a? mv 
| E 
2vuvt+1 4u 2 


0«cuc«a, 


) 
nyu? — a? 


acu 

nyu? — a? ; 

0, 0«cuca, 
u 


—————., a«u 
) 
avu? — a? 


ln (u + Vu? + a?) — lna 
Vu? +a? 
nu 
2(u? + a2)3/? 


vir (v4 3) utt + 0) 


10 


11 


HRE Mellin 积分 变换 表 


E.1 


原 函 数 f (m) 


afi(z) + bf2(7) 
flax), a>0 


z^ f(x) 


f(x, 8»0 


f(z), 820 


z^ f (axP), a,ß 0 


z^f(avr P), a,8»0 


fz(z) 
z f(x) 


f£? (a) 


qz? | t? fi (xt) fa (t)dt 


ge | t? f E] f2(t)dt 


一 般 公式 表 


Mellin 变换 F(s) = f(z)z?-!dz 
a Fi(s) + bF5(s) 
a S F(s) 


F(s+a) 


1e eap $^ 
"didi o 
1 (8-3/8p( $^ 
pres 
—(s — 1)F(s — 1) 
—sF (s) 
me S—n 
(—1) Ts — pecu! ) 
(—1)"s" F(s) 
(—1)” (s — 1)” F(s) 


Fı(s +a)Fz2(1 — s-—a- B) 


FA(s +a)F2(s+a+8ß+1) 


E.2 


10 


11 


12 


PIERA Mellin 变换 表 
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E.2 SEA Mellin 变换 表 


d. 0czc«1l, 
1 <Z<2， 
0, LLT 


, Qa>0 
Z 十 Q 


1 
Coe T0 
(z +a) 


T———— beo 
(z 4- b)(x +c) 


1 
1 
z? + 2az cos(B 十 a2) 


a>0 


a »0,|8| « x 
1 


(z? 十 a2)(z2 + b2)’ 
1 
(1-4 ax)nti' 
1 
z^ 十 am 1 
l-z 


l1—z"^' 


g 
0, 


a,b 0 


a > 0,n= 1,2,... 


n = 2,3, 


0crzc«1, 
1 < 2Z 


E.3 


No. ERES f (o) 


a > 0,n = 1,2,--. 


n sin(xs/n) sin(n(s + 1)/n) 


Mellin 变换 F(s) = | f(z)z?-!dz 
0 


2(23 — 1 
sm as 
s(s 十 1) Re s > -1 
2ln2, s = 0, 
s—1 
z Bop OcResc«1 
sin(zts) 
s—1 — bs-1 
uic ) 0<Res<2 


(b — a) sin(xs) ' 


us t8 me 


E uc P 
sin B sin(xs) 
n(a3—7 me A) 
2(b? — a?) sin(rs/2) 
(Dr op 
as sin(nas) °T 


0< Res<4 


p 0<Res<n+1 


Xa? ^ 
—————., 0<Res<n 
n sin(xs/n) 


n sin(x/n) 


1 
S 十 人 7 


， Res> 一 7 


nv sin((xs)/(nv)) sin(n(s + v)/(nv)) ' 


0 « Re s « (n — 1)v 


指数 函数 的 Mellin 变换 表 


Mellin 变换 F(s) = | Flz)zs dz 
0 


a ?T(s, Res>0 


OcResc«mn-1 
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续 表 
OO 
No. 原 函 数 f(x) Mellin 变换 F(s) — | Flz)zs tdr 
0 
—bz 0 
2 | SEEN b 0 b ?*.(s,ab, Res>0 
0, a «zr, 
0 0 
3 l a b>0 b *l(s,ab) 
etr á a<r, 
e 97 
4 , a,b »0 e2bps-lT(s)T(1—s,ab), Res>0 
xr +b 
5 exp(—azf), a,ß>0 6B—1a-s/BT (5) ， Res>0 
6 exp(-az-?), a,8»0 B7 ias/BT (-5) ,lUkRes«O0 
7 1 — exp(—azf), a,8»0 —871a-*/8T (5) , —B«Resc«O0 
8 1—exp(-ar-"?), a,8»0 —8-lgs/Bp (-5) ; O«Resc«g 
E.A 对 数 函数 的 Mellin 变换 表 
OO 
No. RAŽ f(x) Mellin 变换 F(s) = | f(z)z?-!da 
0 
l ue 
1 | nz, 0<zr<a, slna E Res>0 
0, a<r s?as 
2 ln(1 +az) a>0 p —1«Resc«O0 
sa? sin(xs) 
3 In |1 — z| T cot(xs), —] < Res<0 
5 
l s—l [lna — x cot 
4 Bu. wx We no eead 
Z 十 Q sin(xs) 
njas tna — bs -ilnb— x cot(xs)(a*-! — b*—-1)] 
5 S. eme Nip (b — a) sin(rs) i 
(x+a)(x +b) 
0< Res<1 
v 
G r"nz, O0«z«]1, E 1 - Ja ers 
0, 1<z (s + v)? 
2 3[9 _ an2 
7 In^z muon GER gend 
Z 十 1 sin? (zs) 
In(z? 1 
n(x + 2x cos B + 1), 2x cos(Bs) 二 


|g| « x ssin(xs) ' 


E.5 二 


No. 


10 


11 


10 


11 
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续 表 
原 函 数 f(x) Mellin 变换 F(s) = | f(r)rs ldz 
nt T tan ( 3s) —l«Resc«1 
Leg S 2 
d?” 
e "In"; mnm-21,2,-- 1551 (8), Res»0 
E.5 三 角 函 数 的 Mellin 变换 表 
原 函 数 f(x) Mellin 变换 F(s) — N f(z)z?- tdr 
sin? (ax), a»0 —2—9— 1a- ST (s) cos EJ , —2«Rhesc«O0 


lr(s) COS EJ [|| — a| ? — (b + a)^3], 
sin(az)sin(br), a,b»0,a4zb “ 2 


—2 < Res< 1 
1 
cos(ar) a>0 a SIT (s) cos E ;, O«Resc«1 


c sin (2) [((a+6b) 


sin(ar)cos(br), a,b>0 


+la—bl "sg(a—b), —-l1«Resc«l 
I'(s) sin[s arctan(b/a)] 
e sin(br), a»0 (a2 + b2)s/2 1 < Res 
I'(s) cos[s arctan(b/a)] 
e cos(br) a0 (a2 4- p2)5/2 , O«Res 
sin(alnr)!; 0 <Z < 1， NE E Res>0 
0, l«zc s? +a? 
] 
cos(alnz)， 0«z«1, = Res>0 
0, 1 <r s? 十 a^ 
T 
arctanz uoceccea eu. cESRessU 
2s cos[(1/2)xs] 
T 
arccotz bnc Uses 


2s cos[(1/2)ns] ' 
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No. 


10 


MRE Mellin 积分 变换 表 


E.6 特殊 函数 的 Mellin 变换 表 


RAZ f(z) 
erfc(z) 
Ei(—z) 

Si(z) 
si(z) 
Ci(z) 


Ju(ar), a»0 


Ys (az) a>0 


e7] (az) a>0 


K.,(axr) a>0 


e “27Ky(azr), a>0 


Mellin 变换 F(s) = | f(r)r tde 
0 
D 1/2 
1/2» Q/20 Rosso 
vns 
—s"lT(s), Res>0 

一 5 一 sin (>) IU(s, —1<Res<0 
MEM (2) rT(s), —1<Res<0 

—s7 t cos 的 I(s, O«Resc«1 


235 1T(v/2 十 s/2) 
a3T(v/2 — s/2 +1)’ 


. 098Ss—1 
r+) re- 
nas 2 2 2 2 


3 
aha ar 


M ， lv| < Re s < > 
L'(1/2 — s)T'(s + v) i 1 
Vx(2a)5T' (1 +v- s) 2 


Pr(ief)r($-2) hl<Res 
vaT (s — v)T(s t v) 


A————————À——— <R 
CT 


No. 


10 


附录 下 Mellin 33538 3e 0 


F.1 AERA] Mellin 逆 变 换 表 


1 CI 十 ioo 
Mellin 变换 F(s) Mellin 逆 变 换 f(z) = 一 | F(s)x *ds 
231 Jo —ioo 
1 1, 0 1, 
—, Res>0 Tuus 
S 0 l1«zc 
1 0, 0 1, 
—, Res<0 Haud 
S —1, 1c«zc 
1 zs Uorxe«l 
, Res» -—a 
s+a 0, 1 < 7Z 
1 0, 0«rz«]1, 
, Res<—a 
s+a —z^, 1<r 
1 —z^nz, O0«rc«1, 
—— ——5., Res» -a 
(s +a)? 0, 1 < 7Z 
1 0, 0«ar«1, 
ss Res«-a 
(s 4- a) zr^nz, l«z 
a b 
1 E x 0«czrzc«1, 
——— ——., Res»-a,-b b—a 
(s -- a)(s +b) 
0, 1 < 2Z 
a 
E se XT 
: < Re s < —b in 
———————, 一 Q es< 一 
(s J- a)(s +b) z’ 
, l«zc 
b—a 
1 0, O0«czrzc«1l, 
————————, Resc«-—a,-—b b 
xc ao : — l«3 
b—a 
1 1 
1 — z^ sin bi 0 < 2Z < 1 
Pr Re s > —a b z 
(nae 0, 1<z 


(D 相关 文献 有 (Bateman, Erdrelyi, 1954; Ditkin, 1965). 
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No. Mellin 变换 F(s) 
s+a 
11 e E 
(Gal es > —a 


12 vs? —a?—s, Res» jal 


附录 下 Mellin 逆 变 换 表 


续 表 


1 C 十 ioo 
Mellin 道 变 换 f(x) = =| 下 (s)z ?ds 


z^cos(bn z), 0 <2Z<1， 
0, l1«zx 


in x 


zc cedi XS 0<<2Z<1， 
0, l«zrz 


Ig(— I1(—al 0 1 
13 Te i Re s > Jal | alo(—aln zx) 十 am( 一 aln z), < 
s—a 0, 1 < 2Z 
I(v)-!z?(-lnn z)"!, 0<z<l, 
14 (s+a)™?”, Res>-—av>0 OO “Sg 
0, Lm 
T s l(s-4-a)-", a "[T(v)]^!T(v,-anz) 0«zc«1, 
Re s > 0, Re s > —a,v»0 0, 1 < 7 
16 4 ^(s4a)-V, —a "[T(v)]"!T(v,-adnz) O0«zc«1, 
—a«hes«0,v»0 —a *, 1 < Z 
VT( 一 In 7)" -1/21,_1/2(—aln z) ET 
T (s? — a^)^*, l'(v)(2a)*- 1/2 | i 
Re s » [|al,v 5 0 
0, l«zzc 
(一 ]n x)?-1/2 K 1/2( 一 aln T) D cm 
2 _ e2\—v VnT(v)(2a)"-1/2 ! J 
18 (a S ) ? 
Re s < |ja|,v>0 (In z)®-1/2K„_1/2(aln z) " 
VnT (v)(2a)*- 1/2 
e » 
F.2 ”指数 和 对 数 函 数 的 Mellin 逆 变 换 表 
1 0 十 loo 
No. Mellin 变换 F(s) Mellin ŽAK f(x) = wn | F(s)r “ds 
l Jo —ioo 
1 ln2z 
1 2 0 E 
exp(as^), a» NET exp ( 7 ) 


2 s 一 ve 一 2/ 3 ， Re s > 0,a,v>0 | 


3 exp (—Vas), Res>0,a>0 


E 
jn xz 


~ Jo—1 (2a |n z|) ， 0<z<1, 


1 < 7Z 


(a/x)!/? a ) 
m ) 0 1, 
jin z|3/2 *P A 4n a iode 


0, 1 < 7 


F.3 ZARA Melin SAKK . 345 . 


续 表 
1 0 十 ioo 
No. Mellin 变换 F(s) Mellin EK f(x) = zen | F(s)r sds 
l Jo—ioo 
a 
1 eta) 0«zrzc«l1l, 
4 —exp(—aVs), Res>0 2V [In z| 
S 
0, 1 < 2Z 
1 f - 0<zr<1 
一 er | ——— |, ; 
5 -|exp(—-aVs) -1], Res>0 2V [In z| 
S 
0, 1 < 2Z 
4 In zi? 4 |in z| 
6 vsexp(—Vas), Res>0 y 7 [In z| 
0, l < 2 
1 : exp ( ) 0crzc«l 
— LL ex SEC ERE ? ) 
7 — exp (—vas), Res>0 V x |In z| 4 |In z| 
Vs 0， l«zrz 
a X5 
ded E - , 0O«zcrz«1, 
8 In aL Re s > —a, —b In z 
sb 
0, 1 < 2Z 
一 l 
[本 
9 s-vins, Res»0,v»0 T(v) 
0, 1 «c 
F.3 三 角 函 数 的 Mellin 3i 2858 
: l 1 o+ioo 
No. Mellin 变换 F(s) Mellin 逆 变 换 f(x) = m | F(s)z ?ds 
l Jg —ioo 
T 1 
1 Er 0<Res<1 
sin(Ts) Z 十 1 
n 
——, 一 Res«1-n, 
: ngu)" $6999 e TUE. 
rl 
Woessss ced D 19: 
n^ In z 
3 re EN. OcResc1 
sin" (xs) Z 一 1 
m 
sin? (ns) ’ In x 
4 pe 
n«Res«mn-41, z^(z—1) 


noseses10 1:2 5. 
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No. 


10 


11 


12 


No. 


Mellin 变换 F(s) 


233 


=- c Deed 
sin? (xs) : 


2x? 
sin? (xs) ' 


n<Res<n+l1 


n= 二 在 02 
42 
sin e ， a»50 
a 
1 1 
ee 
cos(zts) 2 2 
7 
cos(Ts) 

n — (1/2) < Res < n + (1/2) 
We 5 
cos(Bs) 
scos(xs)' 


—1 < Re s < 0,18| < m, 
B| < x 


附录 下 Mellin FHK 


1 e J-ioo 
Mellin 逆 变 换 f(z) = — | 
2ml Jo 一 ioo 
x? + ln ?z 
r1 


x? + In ?x 
(—2z)" (x +1) 


1 fa. ( a 3 
一 ,| — sin 了 一 一 
2Vx 4|lnz| 4 
VT 
TX 十 1 


rT1/2—n 


TX 十 1 


(-1)" 


1 
一 In (z? + 2z cos B + 1) 
27 


1 fa l 5 4 
一 人 / 一 cos| -allnz|^ — -x 
2V x 4 4 


sin(a |ln z|), O0«z« 1, 


T 
In z| 


0, l«zc 


F.4 ”特殊 函数 的 Mellin 道 变换 表 


Mellin 变换 F(s) 
Tr (s), Res>0 
Tr (s), —1<Res<0 


1 
sin ( Zas) r (s), —1<Res<1 
l x 
sin (as) I (s), Re s> -1,lal < 7 


1 
sos ( 353) r (8), 0<Res<1 


C 十 1 


1 
Mellin HEK f(x) = zil 
231 Jo —ioo 
e 7—1 
sin T 
exp (—z cos a) sin (z sin a) 


COS T 


F(s)r “das 


OO 
F(s)r “ds 


特殊 函数 的 Mellin 325583 2347: 


续 表 


Mellin 变换 F(s) Mellin XRK f(z) = H p F(s)z-*ds 


Oo —1 


—2 sin? (z) 
2 


exp (—2 cos a) cos (zx sin a) 


1 
cos ( Zas) r (s), —2<Res<0 


cos (as) I (s), Re s> 0, ļaļ| < s 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


r (s) 
cos (Ts) 
I'(a-- s) I'(b— s), 
—a < Re s < b,a+b>0 
I'(a-4-s)DI(b4- s), 
Re s > —a,—b 


1 
SUBEST 


I 
EXC Res>0,v>0 
D'(s-v) 
Dl(1—v- s) 
———————, HRescl-—v,v»0 
T (1 — s) es U,U 
I (s) U 
——————, O«R un 
Dl(v—s-1) did 2" 
D Dl(s— 
TEPU ESY xis] 
Ir (s + 1/2) 
r 1/2 — 1 
cs E 23 —v < Res <- 
r(1+v-s) 2 


p(s+a)—4(s+b), 
Re s > —a, —b 


l(s)w(s, Res»0 


l(sa), a>0 


l(sDT(1—s,a), Res>0,a>0 


y(s,.a), Res>0a>0 


Jo (av? =) , a 0 


efer fc (V7) 


I (a+b) xt (z4-1) ^-^? 


2g(0+b)/2 K b (2/7) 


] 一 v—1 
I 0«rzc«1, 
V 
0, 1 < 2Z 
0, 0crzc1l, 
(r—1)"71 
———————, l1«zc 
r (v) 


z722 Jy (2VZ) 
—1/2a—z/2 T 
7 e Ky (2) 


n1/2e-2/2]. (5) 


b a 
pep 
, O«zcrc«l, 
l-r 
0, 1 < ZX 
e *Inz 


b 0«rzc«a, 


et, a<r 


(qq) eser) 


| e7, 0«zrc«a, 


0, acc 
0, 0«z«e-?, 
COS (bv a2 — ln? z) 


————'Ó'OàX I —— —— d 


0, 


z y «mee. 
nV a? — In? x 


e? «7g 
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续 表 
1 C 十 1co 
No. Mellin 变换 F(s) Mellin 道 变换 f(x) = =| F(s)r “ds 
i 2ni Jo—ioo 
1, 0 <Z< el 
22 s lo(z), Res>0 X larcco(Inz), e^! «z«e, 
0, e«car 
2" sin (xv) 
————MÀ——, 0<r<e!, 
xF(xr)yln?z—1 
cos [v arccos (ln x) mU 
23 I S 
1 n1 - m?s 
0, e«za, 
F (x) = (V/-1—-lnz + V1— In z) ^" 
2" sin (nv) E 
ER PCCUE A N T ) 
xvF (x) : 
sin [v arccos (ln x)] ee 
24 s ll,(s, Res>0 m — s 
0, e <T, 
i F (x)= (V-1-]nz- V1-]nz) 
0, 0<z<e-!, 
1 (1— ln? z)" 17? 
25 s "I,(s), Res> 一 一 一 一 一 一 ， ed«zc«e, 
2 v1n2" l' (v + 1/2) 
0, e < 2 
z —1 
be s-1Ko(s), Res>0 Arcosh (—lnz), 0<7z<e ., 
0, el< 
E Vln? x — 1, 0crce-l, 
27 s Ki(s), Res>0 
0, el <r 
h [vA h (一 ] 
cosh [v EE ( 2523 beicai 
28 K. (s), Res>0 VIn?z -1 
0, el<z 
1 
— sinh [vAr cosh (— ln x)|, 0< z<e7t, 
29 ! Ko (s), Res>0 j 
0, el <z 
x (In2z — 1)? 7? 
1 Li Goods iin 0«z«e, 
30 s " Ky (s), Ros >0 0 2"I' (v + 1/2) 


O 00 N A Aa A È N m 


AE m E 
Uo N ē e O 


《大 学 数学 科学 丛书》 已 出 版 书目 


.代数 导 引 Jo # 2004 年 8 月 

. 代数 几何 初步 ” 李 克 正 # 2004 年 5 月 

.线性 模型 引 论 。 王 松 桂 等 ”编著 2004 年 5 月 

.抽象 代数 ” 张 勤 海 著 2004 年 8 月 

. EMERE Eki fas 2005 年 2 月 
.现代 偏 微分 方程 导论 WAIT 著 2005 年 3 月 
.抽象 空间 引 论 胡适 耕 ” 张 显 文 编著 2005 年 7 月 
.近代 分 析 基 础 ” 陈 志 华 ”编著 ”2005 年 7 月 
.抽象 代数 一 一 理论 、 问 题 与 方法 张 广 祥 著 2005 年 8 月 
.混合 有 限 元 法 基础 及 其 应 用 øR # 2006 年 3 月 
.孤子 引 论 ” 陈 登 远 编著 2006 年 4 月 

. 矩阵 不 等 式 ” 王 松 桂 等 编著 2006 年 5 月 

. 算 子 半 群 与 发 展 方程 王 明 新 编著 2006 年 8 月 

. Maple 教程 何 青 王 丽 芬 编著 2006 人 年 8 月 

. 有限 群 表示 论 mE R 著 2006 年 8 月 
.遗传 学 中 的 统计 方法 FRR F 

. 广义 最 小 二 乘 问题 的 理论 和 计算 魏 木 生 着 2006 年 9 月 
.多 元 统计 分 析 ” 张 润 楚 ”2006 年 9 月 

.几何 与 代数 导 引 AMEDEO 编著 2006 年 10 H 
.特殊 和 矩阵 分 析 及 应 用 RERS mA ” 2007 年 6 月 

. 泛 函 分 析 新 讲 ” 定 光 桂 著 2007 年 8 月 

.随机 微分 方程 ”胡适 耕 ” 黄 乘 明 RAE x 2008 年 5 月 
. 有限 维 半 单 李 代 数 简明 教程 苏 育才 CAR RE— ox 
. 积分 方程 FE 编著 2008 年 8 月 


红 张 洪 编著 2006 人 年 9 月 


